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INTRODUCCIÓN 


La teoría de los números examina principalmente las propiedades 
aritméticas de los números de la serie natural, es decir, de los 
números enteros positivos, y pertenece a una de las ramas mas 
antiguas de las Matemáticas. Uno de los problemas centrales 
de la llamada teoría analítica de los números es el problema 
de la distribución de números primos en serie natural. Se llama 
número primo cualquier número entero positivo mayor que uno, 
que se divide sin resto solamente por si mismo y por la unidad. 
El problema de la distribución de números primos en serie natural 
consiste en determinar si es justo o no el comportamiento de! 
conjunto de números primos menores que cierto número iV, 
cuando N tiene valores grandes. El primer resultado en esta 
dirección lo hallamos ya en los trabajos de Euclides 
(siglo IV a. d. n. e), concretamente la demostración de que la serie 
de números primos es infinita; el segundo resultado, después 
de Euclides, fue obtenido por el gran matemático ruso P. L. Che- 
bishev en la segunda mitad del siglo XIX. Otro de los problemas 
fundamentales de la teoría de los números es la expresión de 
números enteros como suma de números enteros de un deter¬ 
minado tipo, por ejemplo, la expresión de números impares como 
suma de tres números primos. Este último problema, llamado 
de Goldbach, fue resuelto por uno de los más ilustres represen¬ 
tantes de la teoría de los números, el matemático soviético 
I. M. Vinográdov. 

El libro que ofrecemos al lector está también dedicado a una 
de las partes más interesantes de la teoría de los números, 
concretamente a la resolución de ecuaciones en números enteros. 

Uno de los problemas más difíciles de la teoría de los números 
es la resolución, en números enteros, de ecuaciones algebraicas con 
coeficientes enteros y con mas de una incógnita. Al estudio 
de estos problemas se dedicaron intensamente los mas eminentes 
matemáticos de la antigüedad, por ejemplo, el matemático griego 
Pitágoras (siglo VI a.d. n. e.), Diofanto de Alejandría (siglo II- 
III d. n. e.) y los mejores matemáticos de épocas más cercanas 
a la nuestra, entre ellos P. Fermat (siglo XVII), L. Euler 
(siglo XVIII), I. L. Lagrange (siglo XVIII) y otros No obstante 
al esfuerzo de muchas generaciones de eminentes matemáticos, 
en esta rama de las Matemáticas no existen métodos comunes 
semejantes al método de sumas trigonométricas - propuesto por 
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I. M. Vinogradov - que permite resolver los mas variados proble¬ 
mas de la teoría analítica de los números. 

El problema relacionado con la solución de ecuaciones en 
números enteros está completamente resuelto solamente para 
ecuaciones de segundo grado con dos incógnitas. Para ecuaciones 
de cualquier grado con una incógnita, este problema no repre¬ 
senta interes esencial alguno, ya que puede ser resuelto mediante 
una cantidad finita de pruebas. Para ecuaciones de grado superior 
al segundo con dos o mas incógnitas, es sumamente difícil no 
solamente el problema de hallar todas las soluciones en números 
enteros, sino también problemas más simples como es la deter¬ 
minación de la existencia de un conjunto finito o infinito de 
dichas soluciones. 

La solución de ecuaciones en números enteros tiene no sola¬ 
mente interes teórico. Pues ecuaciones de este tipo a veces se dan 
en la física. 

El interes teórico que presentan las ecuaciones de números 
enteros es lo suficiente alto puesto que estas ecuaciones están 
estrechamente ligadas a muchos problemas de la teoría de los 
números. Además, las partes elementales de la teoría de estas 
ecuaciones, expuestas en este libro, pueden ser utilizadas con 
éxito para ampliar los conocimientos en matemáticas de los alumnos 
de escuelas medias y estudiantes de institutos pedagógicos. 

El libro contiene la descripción de algunos resultados funda¬ 
mentales, obtenidos en la teoría de la resolución de ecuaciones 
en números enteros. Los teoremas formulados en él, van acom¬ 
pañados por sus respectivas demostraciones en aquellos casos, 
cuando estas demostraciones son lo suficiente simples. 
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§ I. ECUACIONES CON UNA INCÓGNITA 


Examinemos la ecuación de primer grado con una incógnita 
«i* + a 0 = 0. (I) 

Sean sus coeficientes a¡ y c¡o números enteros. Entonces la solu¬ 
ción de esta ecuación 



a i 


será un número entero sólo cuando a 0 es divisible sin resto 
por a,. Es decir, la ecuación (1) no siempre puede ser resuelta 
en números enteros, por ejemplo, de dos ecuaciones 3x - 27 = 
= 0 y 5x +21=0, la primera tiene solución entera x = 9, 
mientras que la segunda carece de tales soluciones. 

Esta misma circunstancia se presenta también en ecuaciones 
de un grado superior al primero, pues si la ecuación cuadrada 
x 1 + x -2 = 0 tiene soluciones enteras x, = 1, x 2 = -2, la ecua¬ 
ción x 2 - 4x + 2 = 0 no posee tales soluciones, ya que sus raíces 
x,, 2 - 2 ± j/2 son irracionales. 

El problema de hallar raíces enteras en ecuaciones de n-ésimo 
grado con coeficientes enteros, 

a¿c" + a„. tx n ~' +... + a 1 x + a o =0 (n 2s 1) (2) 

se resuelve con facilidad. En efecto, sea x = a una raíz entera 
de esta ecuación. Entonces 

a„a” + a„- , a"~a¡a + a 0 = 0, 
a 0 = -a(a K a ñ ~ 1 + a„_,a n " 2 + ... + a t ). 

Por la última igualdad vemos que a 0 se divide por a sin resto, 
por lo tanto, cada raíz entera de la ecuación (2) es divisor del 
término independiente de dicha ecuación, Para hallar las soluciones 
enteras de esta ecuación es preciso elegir aquellos divisores a„, 
con los cuales, realizando sustituciones en la ecuación, ésta se 
transforma en identidad. Así, por ejemplo, entre todos los divisores 
del término independiente de la ecuación 

x'° + x 7 + 2x 3 + 2 = 0, 

que son 1, -1, 2 y -2, solamente -1 es raiz. Por consiguiente, 
esta ecuación tiene la única raíz entera x = -1. Utilizando este 


2-9 
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mismo método es fácil demostrar que la ecuación 

x 6 - x 5 + 3x 4 + x 2 - x + 3 = 0 

no tiene solución en números enteros. 

Considerablemente mayor interés lo representa la resolución, 
en números enteros, de ecuaciones con muchas incógnitas. 


§ 2. ECUACIONES DE PRIMER GRADO CON DOS 
INCÓGNITAS 


Examinemos la ecuación de primer grado con dos incógnitas 

ax + by + c = 0 (3) 

en la que a y b son números enteros diferentes de cero y c, 
un número entero arbitrario. Vamos a considerar que los coefi¬ 
cientes a y b no tienen más divisores comunes que la unidad”. 
En efecto, siendo el máximo común divisor de estos coeficientes 
d = (a, b) diferente de la unidad, las igualdades a = a¡d y b = b t d 
son verídicas, la ecuación (3) adquiere la forma como sigue 

(a,x + b t y)d + c = 0 

y puede tener soluciones enteras sólo cuando c es divisible por d. 
Así, pues, cuando (a, b) = d # 1 todos los coeficientes de la 
ecuación (3) deben dividirse por d sin resto y simplificando 
la ecuación (3) por d obtendremos la ecuación 

a,x + ó I y + c, = 0 (c t = ~ 

cuyos coeficientes a, y b, son números primos entre sí. 

Veamos primeramente el caso cuando c = 0. La ecuación (3) 
toma la forma: 

ax + by = 0. P*) 


*' Los números a y b con esia particularidad se 
llaman números primos erare si; considerando (a, b ) como máximo común 
divisor de a y b, para los números prunos entre si, tendremos que 
(a, h) = 1 . 
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Resolviendo esta ecuación respecto a x obtenemos 


b 



Queda claro que x tendrá valores enteros si y sóio si y se 
divide por a sin resto. Pero cualquier número entero y, múltiplo 
de a, puede ser expresado de la siguiente forma 

y = ai. 

en la que t adquiere valores enteros arbitrarios (t = 0, ±1, +2, .. .)• 
Poniendo este valor de y en la ecuación anterior, o sea, 

b 

x =- at - — bt, 

a 

obtenemos las fórmulas que contienen todas las soluciones enteras 
de la ecuación (3'); 

x=—bt, y = at (t = 0, +1, +2,...). 

Pasemos ahora al caso cuando c # 0. 

Demostraremos primeramente que para hallar todas las solu¬ 
ciones enteras de la ecuación (3) es suficiente hallar una solución 
cualquiera de esta ecuación, o sea, hallar unos números enteros 
x 0 , yo, tales que 

ox 0 + by 0 + c = 0. 


teorema I. Sean a y b números primos entre sí y [x 0 , y 0 ] 
cualquier solución* 1 de la ecuación 

ax + by + c - 0. (3) 

Entonces, las fórmulas 

x = x 0 — bl, y = >> 0 + at, (4) 

siendo t = 0, +1, +2, dan todas las soluciones de la ecua¬ 
ción (3), 

demostración Sea [x, y] solución arbitraria de la ecuación (3). 
Entonces de las igualdades 

ax + by + c = 0 y ax 0 + by 0 + c = 0 


*' El par de números enteros x e y que satisface una 
ecuación se llama solución y se designa por [x, y]. 


2 > 
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tenemos que 

a (x 0 — x) 

ax - ax 0 + by- by 0 =0; y - y 0 - -- 


Como y - y 0 es un número entero y a y b números primos entre 
sí, la expresión x 0 - x debe dividirse por b sin resto, es decir, 
x 0 - x adquiere la forma 

x 0 - x = bt, 

en la que t es numero entero. Pero entonces 

abt 

y-yo = — = a ‘> 


y, por consiguiente, tenemos 

x = xp — bi e y = y 0 + at. 

Asi queda demostrado que cualquier solución [x, y] tiene la 
misma forma cjúe las fórmulas (4). Falta demostrar por último, 
que cualquier par de números [x,, y,], obtenido a base de las 
fórmulas (4), siendo t = t, número entero, es solución de la 
ecuación (3). Para comprobarlo pongamos los valores x, — x 0 — bt , 
e y¡ = yo + cn el primer miembro de la ecuación (3): 

ax, + by¡ + c = ax 0 - abt, + by 0 + abt, + c = ax 0 + by 0 + c, 

entonces, como [x 0 , y 0 ] es solución, tenemos que ax 0 + by 0 + c = 0 
y por lo tanto 

ax, + by, + c = 0, 

es decir, [x,, y,] es solución de la ecuación (3), con lo cual el 
teorema queda completamente demostrado. 

En resumen, siendo conocida una solución de la ecuación 
ax by + c = 0. las demás pueden hallarse empleando progresiones 
aritméticas, cuyos términos comunes tienen la siguiente expresión 

x = x 0 — bt e y =y Q + at (f = 0, ± 1, ±2 ...). 

Observemos que en caso de ser c = 0, las fórmulas de las 
soluciones halladas anteriormente 

x — -bt e y = at 

pueden ser obtenidas a partir de las que acabamos de recibir, 
o sea, 

x = x 0 - bt e y = y 0 + at. 
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si se toman x 0 = y 0 = 0; cosa posible puesto que los valores 
x ¡= 0 e y = 0 son, sin duda, solución de la ecuación 

ax + by = 0. 

Veamos, a continuación, cómo hallar una solución [x 0 . yo] 
cualquiera de la ecuación (3) en el caso general cuando c 0. 
Para ello comenzaremos por un ejemplo. 

Sea dada la ecuación 

127x - 52y + 1 = 0. 


Transformemos la relación entre los coeficientes de las incógnitas. 
Primeramente separamos la parte entera de la fracción 


127 

impropia 


127 

52 



Luego cambiamos la fracción propia ^ P or 0,ra 1 8 ua * a e ** a 


_ 1 _ 

52' 

23 


Obtenemos entonces 


127 

52 


♦ 



23 


Hagamos las mismas transformaciones con la fracción impropia 
obtenida en el denominador 

i =2+ ¿ =2 + ¿- 


Ahora la fracción inicial tendrá la forma 


127 


= 2 + 



52 


14 


. r .. 23 

Realicemos los mismos razonamientos para la tracción 


Tenemos entonces 


127 

52 


= 2 + 


2 + 


3 + 


o 

Separando la parte entera de la fracción impropia -y, 

4 —T 


obtenemos como resultado final 
127 
52 


■ 2 + 


2 + 


3 + 


1 


1 + T 


La expresión obtenida se llama fracción continua finita o fracción 
continua. Suprimiendo el último término de esta fracción, o sea un 
quinto, transformamos la fracción continua que acabamos de recibir 
en una fracción ordinaria y la restamos de la fracción inicial 
127 


52 


2 + 


2 + 


. 1 , 4 22 

- = 2 +-r = 2 + T = T’ 


2 + 


3 + 


127 

52 


22 

9 


1143 - 1144 
52-9 


1 


52 9 
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Reduciendo, a continuación, la expresión obtenida a un denomi¬ 
nador común y suprimiendo este denominador, obtenemos: 

127 9 -52 22 + 1 =0. 

Comparando la igualdad obtenida con la ecuación 
127x - 52y + l = 0, 

vemos que x = 9 e y = 22 son solución de esta ecuación y, de 
acuerdo con el teorema, todas sus soluciones estarán incluidas 
en las progresiones: 

x = 9 + 52f, y = 22 + 127r (r = 0, ± 1, ±2, ...). 

El resultado obtenido permite deducir que, en el caso general, 
para hallar la solución de la ecuación ax + by + c = 0 es preciso 
desan ollar en fracción continua la relación entre los coeficientes 
de las incógnitas, suspender su último término y hacer los mismos 
cálculos que fueron hechos anteriormente. 

Para demostrar esta suposición nos serán precisas algunas de 
las propiedades de las fracciones continuas. 

Examinemos la fracción irreducible Designando por q¡ 

el cociente y por r 2 el resto de la división de a por b tendremos: 
a = qib+r 2 , r 2 < b. 

Supongamos, a continuación, que q 2 es el cociente y r 3 el resto 
de la división de b por r 2 . Entonces 

b = q 2 r 2 + r 3 , r 3 < r 2 ; 

exactamente lo mismo 

r 2 =q 3 r s +r tl r 4 < r„ 
r 3 = qs* + fs. r s < u. 


Las magnitudes q t , q¡, ... se llaman cocientes incompletos. 
El procedimiento de formación de estos cocientes, dado anterior¬ 
mente, se llama algoritmo de Euclides. Los restos de las divisiones 
r 2 , r 3 , ... cumplen las desigualdades 

b > r 2 > r 3 > r 4 > ... > 0, (5) 

es decir, forman una serie decreciente de números no negativos. 
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Como la cantidad de números enteros no negativos y no 
superiores a b no puede ser infinita, en un determinado momento, 
la formación de cocientes incompletos se suspende puesto que 
se anula el siguiente resto r. Sea r„ el último resto distinto de cero 
en la serie (5), entonces r, t ¡=Oy el algoritmo de Euclides para 
los números a y b adquiere la forma 

a = q l b + r 2 , j 

b = q 2 r 2 + r 3t 


r 2 = q 3 r 3 + r t , I 


( 6 ) 


r n-2 — 9»- l r n- 1 +'m 

r*-i = qs*. 


Pasando las igualdades obtenidas a la forma 


a 1 

T = q ' + 'T 



r 3 


r„-2 


= <?.-! + 



r. 


r.-i 

r. 


= <in 


y sustituyendo en la primera de estas igualdades el valor de 

— por su valor correspondiente, dado por la segunda; en ésta 
r 2 


el valor de — por su valor correspondiente, dado por la tercera, 
r 3 

a 

y así sucesivamente, obtendremos el desarrollo de en una 

b 
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fracción continua: 


T = q ' + ' 


q 2 + 


93 + 


’ • + 


9«-i + 


La expresión obtenida después de suprimir en una fracción 
continua todos sus términos a partir de uno se llama fracción 
reducida. En nuestro caso, la primera fracción reducida 81 se 

obtiene limitando la fracción dada a partir de —: 

<h 

t a 

§i =9. <~r 


La segunda a partir de —: 


1 a 

9i + — >-*• 
q 2 b 


Lo mismo 


83 = 9 i + 

84 = 9 i + — 


1 


<j2 + 'i7 


a 

T < T* 


92 + 


a 

>8 


93 + 


9* 


y asi sucesivamente. 

El procedimiento de formación de fracciones reducidas trae 
consigo la aparición de desigualdades explícitas: 

5| < 5 3 <... < 8 2 *_ 1 < 

5 2 >8 4 >...>8 2Jl >-£. 

Expresemos la fc-ésima fracción reducida 8 , de la siguiente forma 

y hallemos la ley de formación de numeradores y denominadores 


3—9 
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en las fracciones reducidas. Para dio transformamos las primeras 
fracciones reducidas S,, 8-, 6 3 : 


81 =<ji = 

6 2 = 4i + 
8 3 =4i + 


4i_ 

1 

h 


P]_ 

Qi' 

4l «2 + 1 


Pt=4 iJ Ci = l. 


1 


<h 

= 4i + 


Pi_ 

Si’ 

43 


P 2 — 9ií 2 + i> Qi — 

4i4r43 + 4 i + 43 


42 + 


4243 + 1 


4243 + 1 


43 


P 3 =414243 + 41+43'. <?3 = 4243 + 1- 


83 ’ 


de donde obtenemos: 

P3 = p 243 + Pii 83 = 8243 + Si- 


Utilizando el método de inducción matemática*' demostraremos 
que las relaciones de este mismo tipo 

P*“P*- l4k + P»-2» 8* = Qk- l4k + 8t-2 (7) 


son válidas para lodos k > 3. 

En efecto, supongamos que las igualdades (7) se cumplen para 
un cualquier k ^ 3. De la definición de las fracciones reducidas 
se desprende directamente, que sustituyendo en la expresión 8* las 

magnitudes q k por q k + —!— esta expresión se convierte en 8 t+1 . 
4k+ 1 

Conforme a la suposición por inducción, tenemos que 
g _ Pk _ p *-i4* + 
k Qk 6s-i4*+Si-2 


Sustituyendo aqui q k por q k H-, resulta: 

4k + l 



+ Pk-l 
8k4k+ 1 + Qk- 1 


*’ Vease el libro de esta misma serie de I. S. Sominski 
"Método de inducción matemática’'. Editorial ”Mir“, 1975. 
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De aquí siendo & k+ , 


P k +1 , 

——, resulta que 
Qk+ i 


Pk+i — PkQk + P|í-I> 2* + 1 — 2l*?* + I + Qk-i- 


Asi, pues, de la validez de las igualdades (7), para cualquier 
k > 3, se deduce su validez para k + 1. Pero siendo k = 3 las 
igualdades (7) son válidas, y, por consiguiente, lo serán también 
en todos los casos cuando k ^ 3. 

A continuación demostraremos que la diferencia entre dos 
fracciones reducidas consecutivas cumple la proporción 


5* - 5*-, 


(- 1 )* 

QkQk- I 


(* > 1 ). 


( 8 ) 


En efecto, 



n-. 


PkQk-i -QkPk-i 
QkQk-, 


Valiéndonos de las fórmulas (7), transformemos el numerador 
de la fracción obtenida; 

PkQk- 1 _ Qk^k-l — (Pk- l<Jk + P - (2*- + 

+ Qk-l)Pk-, = - (Pk- \Qk-l — Qk-\Pk-l)- 

La expresión comprendida entre paréntesis se obtiene sustituyendo 
k por k - 1 en la fórmula inicial. Repitiendo las mismas trans¬ 
formaciones en las expresiones obtenidas, tendremos evidentemente, 
una sucesión de igualdades; 

PkQk-, ~ QkPk-, =(- 1 )( p *-i 2*-2 - Qk-,P *- 2 ) = 

■•.=(-ir 2 (P 22 ,- 2 zf\)= 

= (-l)*' 2 (9.Í2 + 1 -~<Mi) = (-t) k-2 ' 


De esto se deduce que 

PkQk-i-QkPk-, (-ir 2 


Su - §*-1 - 


<-!)* 


QkQk- I 


2i2 k -i 2*2 »-1 


Cuando el desarrollo de - 7 - en fracción continua posee n términos, 
b 


la H-ésima fracción reducida 5 n coincide con Utilizando la 

0 


3* 
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igualdad (8), siendo Je = n, tenemos: 

x _s _ (- 1 )" 

s " 8 " _1 &,a,v 
a__, t-vr 

b hQ 

Volvamos ahora a la resolución de la ecuación 
ax + by + c = 0, (a, b ) = i. 

Expresemos la proporción (9) como sigue 

(- 0 * 

b Qn-1 bQ n - } 

Reduciendo esta proporción a un denominador común y omitién¬ 
dolo, nos resulta 

«ü.-i-w , .-.«(-iy\ na,- I + *(-p,. l )+{->r‘ = o. 

Multiplicando la relación obtenida por (-l) n ~*c, tenemos: 

0 [(-1 r ‘ cQ „-,] + b [(-1)" cP ,] + c = 0. 

De aquí se deduce que el par de números [x 0 , y 0 ], siendo 

xo=(-ir l ^.-i. j-o=(-ir^n-i. ai) 

es una solución de la ecuación (10) y, conforme al teorema , todas 
las soluciones de esta ecuación tienen la forma siguiente 

x=(-l r'cQ„. t -ht , y = ( - írrE*-1 + af {f = 0, ±1, ±2, ...). 

El resultado obtenido resuelve completamente el problema 
de hallar todas las soluciones en números enteros, de ecuaciones 
de primer grado con dos incógnitas. Pasemos ahora a examinar 
algunas ecuaciones de segundo grado. 


(9) 

( 10 ) 


§ 3. EJEMPLOS DE ECUACIONES 
DE SEGUNDO GRADO CON TRES INCÓGNITAS 


ejemplo I. Examinemos la ecuación de segundo grado con tres 
incógnitas: 

x 2 + y 1 = (12) 


Geométricamente, la solución en números enteros de esta ecuación 
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se puede interpretar como la determinación de todos los triángulos 
de Pitágoras, es decir, de triángulos rectangulares cuyos catetos 
x, y e hipotenuza i, se expresan en números enteros. 

Designando por d al máximo común divisor de x e y: d = (v, y), 
entonces 

x = X|d, y = y ¡d. 


y la ecuación (12) toma ia forma: 

x]d 2 + y 2 ,d 2 = z 2 . 

De aquí se deduce que z 2 es divisible por ti 2 y, por lo tanto, 
7 es múltiplo de d, es decir, z = z { d 

Ahora la ecuación (12) se puede expresar de la forma: 

xjd 2 + y]d 2 = zfr/ 2 ; 

simplificando por d ¿ , tenemos 

v 2 , ,,2 _ ,2 

*1 + >1 ~ <!■ 


La ecuación obtenida tiene la misma forma que la inicial, 
además, las magnitudes x, e y, no tienen más divisores comunes 
que I. Por lo tanto, para resolver la ecuación (12) es suficiente 
limitarse al caso cuando x e y son números primos entre si. 
Supongamos que (x, y) = l. Entonces, por lo menos, una de las 
magnitudes x o y (por ejemplo x) es impar. Pasando y 2 al segundo 
miembro de la ecuación (12), obtenemos: 

x 2 - 2 2 — y 2 ; x 2 = (z + y)(z -y). (13) 

Designando por d, al máximo común divisor de z + y y z - y, 
tenemos que 

z+ >•*«*, y s-y = bd„ (14) 


siendo a y b números primos entre si. 

Sustituyendo en la ecuación (13) z + y y z - y, por sus valores 
resulta: 

x = abd\. 


Como o y b no tienen divisores comunes, la igualdad obtenida 
es válida sólo cuando a y b son cuadrados perfectos*^ 

a = u 2 , b = v 2 . 


*' Es sabido que el producto de la multiplicación de 
dos números primos entre si puede ser cuadrado perfecto solo si cada 
factor es cuadrado perfecto. 
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Pero entonces 

x 2 = uWd\ 


y 

x = uvd l . (15) 

Hallemos ahora los valores y y z de las igualdades (14), La suma 
de estas igualdades nos da- 

2 2 

2z = ad¡ + bd, = u 2 d¡ + v 2 d,. z = — + d v (16) 

Restando la segunda igualdad de la primera en las igualdades (14) 
obtenemos: 

u 1 — i> 2 

2 y = ad i -bd i =u 2 d¡-v 2 d l ; y = --- d t . (17) 

Puesto que en la ecuación (15) x es impar, resulta que u, v y d A 
también son impares. Además d¡ = 1, ya que de lo contrario 
de las ecuaciones 

, u 2 - v 2 

x = uvdi e y =--- d¡ 


se deduciría que las magnitudes x e y tienen por divisor común 
d, t 4 1, lo que contradice la suposición de que son primas entre 
sí. Los números u y v están relacionados con los números primos 
entre si a y b por las igualdades 

a = u 2 , b — i’ 2 


y por consiguiente, son también primos entre sí; v < u, ya que 
b < a, lo cual se deduce de las igualdades (14). 

Sustituyendo d, = 1 en las igualdades (15), (16) y (17) obtenemos 
las fórmulas: 


x = uv. 



y z- 


u 2 + V 2 


( 18 ) 


las cuales, siendo u y v (v <u) números impares y primos entre sí, 
permiten obtener todos los números enteros positivos x. y, z, libres 
de divisores comunes, que verifican la ecuación (12). Realizando 
simple sustitución de x, y, z en la ecuación (12). es fácil comprobar 
que, siendo cualesquiera u y v. los números de las fórmulas (18) 
verifican esta ecuación. 

Para valores iniciales de u y v las fórmulas (18) se reducen 
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a las siguientes igualdades, frecuentemente utilizadas: 

3 2 + 4 2 = 5 1 (o = 1, u = 3), 

5 2 + 12 2 = 13 2 (u=l, u = 5), 

15 2 + 8 2 = 17 2 (y = 3, u = 5). 

Como ya indicamos anteriormente, las fórmulas (18) dan solamente 
aquellas soluciones de la ecuación 

x 2 + y 2 “ z 2 , 

en las que números x, y y z no tienen divisores comunes. Todas 
las demás soluciones de esta ecuación en números enteros y po¬ 
sitivos se obtienen multiplicando las soluciones, contenidas en las 
fórmulas (18), por un factor común arbitrario d 

De la misma forma que obtuvimos todas las soluciones de la 
ecuación (12) pueden ser obtenidas todas las soluciones para otras 
ecuaciones del mismo tipo. 

ejemplo II. Hallemos todas las soluciones de la ecuación 

x 2 + 2y 2 = z 2 (19) 

en números enteros positivos x, y, z primos entre sí dos a dos. 

Observamos que si x, y, z son solución de la ecuación (19) 
y si no tienen divisor común diferente de 1, éstos son al mismo 
tiempo primos entre si dos a dos. En efecto, si x e y son 
múltiplos de un numero primo p > 2, de la igualdad 

(íMíHí; 

se desprende que z es múltiplo de p, puesto que el primer miembro 
de esta igualdad es número entero. Lo mismo sucederá si x y z 
o y y z son divisibles por p. 

Observemos que x deberá ser número impar para que el 
máximo común divisor de x, y, z sea igual a i. fin efecto, si x 
es par el primer miembro de la ecuación (19) sera número par y, 
por lo tanto, z también lo sera. Pero entonces x 2 y z 2 son 
múltiplos de 4. De ello se deduce que 2y 2 debe ser divisible por 4, 
o sea, que y también debe ser número par. Es decir, si x es par, 
entonces todos los números x, y, z deben también ser pares. 
En conclusión, en una solución sin divisor común diferente a I, 
x debe ser impar. De esto se deduce que z también debe ser 
impar. Pasando x 2 al segundo miembro de la ecuación (19), 
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obtenemos: 

2 y 2 = z 2 - x 2 - (z + x) (z - x). 


Ahora bien, el máximo común divisor de 2 + x y z — x es 2. 
En efecto, sea d su máximo común divisor. Entonces 
z + x = kd, z — x = Id, 


aquí fe y l son números enteros. Sumando y restando estas 
igualdades, tendremos que: 

2z = d (fe + /). 2 x = d(k- I). 


Pero z y x son números impares primos entre sí. Por eso. 
el máximo común divisor de 2x y 2z es 2. Y por lo tanto, d = 2. 

Así pues, —-— ó —-— es impar. Y por consiguiente, o son 


primos entre si los números 

z - x 

z + x y —y- 


o lo son los números 


z + x 


y z-x. 


En el primer caso, de la igualdad 

z-x 


(z + x) 


se deduce que 


z + x = n 2 y z — x — 2m 2 , 


y en el segundo, de la igualdad 
z + x 


se deduce que 


(z-x) 


z + x = 2 m 1 y z - x = n 2 . 


siendo n y m números enteros; m, impar y n > 0, m>0. 
Resolviendo estos dos sistemas de ecuaciones con relación a x y z, 
y hallando y, tendremos que o bien 

z = -^{n 2 + 2m 2 ), x = -^-(n 2 - 2m 2 ), y = mn, 

j— £ 
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o bien 

z = y (n 2 + 2m 2 ), x = y i 2 ™ 2 - ” 2 )- y = mn > 

siendo m número impar. Uniendo estas dos formas que representan 
la solución x, y, z, obtenemos la fórmula general 

x = ± y (n 2 - 2m 2 ), y = mn, z = y (n 2 + 2 m 2 ), 

en la que m es impar. Pero para que z y x sean números 
enteros es preciso que n sea par. Suponiendo que n = 2b y m = a, 
obtendremos definitivamente las fórmulas generales que dan todas 
las soluciones x, y, z de la ecuación (19) en números enteros 
y positivos sin divisor común mayor que I: 

x = ± (a 2 - 2b 2 ), y = lab , z = a 2 + 2b 2 , (190 

aqii a y b son números positivos primos entre si y a un número 
impar. Siendo éstas las condiciones, las magnitudes de a y b se 
eligen arbitrariamente, pero de tal modo que x sea positivo. 
Las fórmulas (190 dan, efectivamente, todas las soluciones x, y, z 
en números enteros positivos y primos entre sí puesto que, por 
una parte, hemos demostrado que en este caso x, y, z deben 
expresarse por las fórmulas (190 y. P° r o'ra* si eligimos a y b 
de tal modo que satisfagan nuestras condiciones, entonces x, y, z 
serán, en efecto, primos entre sí y solución de la ecuación (19). 


§ 4. ECUACIONES DEL TIPO x 2 - Ay 2 = 1. 
DETERMINACIÓN DE TODAS LAS SOLUCIONES 
DE ESTA ECUACIÓN 


Pasamos ahora a la resolución en números enteros de ecuaciones 
de segundo grado con dos incógnitas del tipo 

x 2 - Ay 2 = 1, (20) 

donde A es un número entero positivo, no siendo cuadrado 
perfecto. Para determinar cómo resolver estas ecuaciones deberemos 
primeramente examinar el método de desarrollo en fracción 
continua de números irracionales, tales como ifÁ. Conforme al 
algoritmo de Euelides, cualquier número racional se desarrolla 
en fracción continua con un número finito de términos. Otra 


4—9 
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es la cuestión cuando se trata de números irracionales. Las 
fracciones continuas que les corresponden son infinitas. Desarro¬ 
llemos, por ejemplo, en fracción continua el número irracional \ 2. 
Transformando la identidad explícita 

0 - 1)0 + 1 )= 1 , 


V 2 + 0- l) 

y sustituyendo la diferencia |/2 - I, obtenida en el denominador, 
por otra expresión igual a ella como identidad, o sea, 

I 

2 + 0 - I) ’ 

tendremos 

1/2-.-- -L- + - -Ay— 

2 +- \ - 2 +-;- 

2 +(l/2-ll 2 +((/2-1) 


Sustituyendo nuevamente la expresión entre paréntesis en el deno¬ 
minador de la última igualdad por una fracción de la misma 
identidad e igual a dicha expresión, tendremos: 


V 2 = 1 +- 


2 + 


2 + 


2+<l 2- I) 


Continuando este procedimiento obtendremos ei siguiente desarrollo 
de |/2 en fracción continua infinita: 


\ 2 


= 1 +- 

2 + — 
2 + 


1 

T 


i 


2 + 


1 

2 + 


( 21 ) 


Observemos que el procedimiento de desarrollo en fracción con¬ 
tinua, aplicado anteriormente, está basado en la utilización de 
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identidades del tipo 

(j/m 2 + 1 - m)(|' m 2 + 1 + m) = 1, 


y es válido no para todas las irracionalidades y A. Dicho pro¬ 
cedimiento puede ser utilizado en aquellos casos cuando el número 
entero A puede expresarse como A = m 2 + 1, siendo m un número 
entero diferente de cero. (En particular, m = 1 nos da el desarrollo 
de ]/l\ m — 2, el desarrollo de \/5 y así sucesivamente.) No 
obstante, para el caso general, existen también procedimientos 
relativamente no complicados para desarrollar \*A en fracción 
continua **. 

Lo mismo que en el caso de fracciones continuas finitas, 
formemos para la fracción continua infinita ( 21 ) una sucesión 
de fracciones reducidas 8 ,, 5 2 , 83 , .... o sea: 

8 , = 1 , 8 , < ¡ 2 : 


= = »2>K2: 

83 = 1 +-p = . 83 < \ 2; 

2+ t 


( 22 ) 


84-...={5, 84 > j/2; 


y así sucesivamente. 

Conforme al procedimiento de formación de fracciones reducidas 
se deduce que _ 

5 , < 83 < ... < \ 1 , 

8 2 >8 4 >...>V / 2. 

En general, si tenemos dado el dasarrollo en fracción continua 
infinita para cierto número irracional a, 

1 

a = íi +-i—; 


*' Véase, por ejemplo, el libro de I. V. Arnold 
'Teoría de los números", cap. VI (Uchpedguiz, 1939), o el libro de 
A. Ya. Jinchm "Fracciones continuas" (Gostejizdat, M. 1949). 


4 * 
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entonces para las fracciones reducidas son justas las desigualdades; 


6 , < 6 j < ... < 8 


2»+l 


< ... <a. < ... 


(23) 


... < 8 2l < ... < 8 * < S 2 . 

Expresemos la fracción reducida 8 * de la forma 

* - Pk 

8 ‘ _ ér 

Las relaciones (7) 

P k = í’k-iíi + Pt-2 y Qh = + Qk~i< 

obtenidas antes para fracciones continuas finitas, son válidas 
también para fracciones continuas infinitas, ya que durante la 
deducción de estas relaciones no hemos considerado, en ninguna 
parte, que la fracción continua es finita. Por consiguiente, también 
se conserva la relación ( 8 ) entre fracciones reducidas consecutivas: 

-•"'-tír- 

Así, por ejemplo, para las fracciones reducidas, obtenidas al 
desarrollar |/2 en fracción continua, siendo k = 3 y k = 4, conforme 
a las fórmulas ( 22 ), tendremos: 


5 3 _8 2 =--- = 


-1 
10 ’ 


8 8 17 7 - ' 
6 4-83-T2'7"60' 


lo que, naturalmente, coincide con el resultado indicado en la 
relación (24). 

De la relación (24), en particular, se deduce que 

(-l) 2 **' 1 

5 2* - 5 2k + 1 = - ( 8 2k + 1 - §2») = - Q Q = Q Q ■ 

'¿lk+\'¿2k '¿lk + \'¿lk 

Demostremos ahora que es justa la desigualdad: 

0 < Pn - v-Qn < — ( 25 ) 

k£ 2 fc + t 

En efecto, el primer miembro de esta desigualdad se obtiene 
inmediatamente, puesto que conforme a las desigualdades (23) 

a < 5 2 j, = ; a(?2 k < P 2 »; 0 < P 2l — a¡() 24 . 

Y2k 
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La demostración del segundo miembro de ia desigualdad (25) es 
también fácil. Conforme a las desigualdades (23) 

§2» * i < a < 5 2i , 

por consiguiente, 

8 2l — *<5 2t -S 2t+1 = Qit Q~. 

p 

De aquí, sustituyendo 8 2t por ——, tenemos: 

Ü2k 

P» 1 

Qik QikQik* i 

Multiplicando esta desigualdad por Q 2k , obtenemos el resultado 
pedido: 

p 2 t ~ aQ 2 k< ot^- 

Apliquemos los resultados obtenidos para resolver la ecuación 

x 2 - 2y 2 = 1. (26) 

Transformamos el primer miembro de esta ecuación: 

x 2 -2y 2 =(x-l/2 y)(x + l/2y). 

Consideramos que x = P 2t e y = Q ik , siendo P 2k y Q 2k numerador 
y denominador de la correspondiente fracción reducida del desa¬ 
rrollo de |/2 en fracción continua. Entonces 

P\k ~ 2 Qlk = (P 2 * - V2Q 2k ){P» + 1/2Qa). (27) 
El primer miembro de la igualdad obtenida y, por consiguiente, 
también el segundo es número entero. Demostremos que este número 
entero es mayor que cero, pero menor que dos y, por lo tanto, 
es igual a la unidad. Para ello utilizamos la desigualdad (25) 
siendo a = |/2: 

0 <P 2 ,-^/2 e 2 i < 7 r í—. (28) 

De aquí observamos que los dos factores en el segundo miembro 
de (27) son positivos y por lo tanto, 

P¡k-2Qi k >0. 
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Por otra parte, 

Pn ~ ^ < Qítt 1 = &Ü0M+1 + G 2 *-l “ 

=_i_<JL. 

2G2* + Q2k-i 2e 2k 


Pero, conforme a la fórmula (23), 

« fn 

Qi* 




> 1/2 


y por consiguiente 

l/2Qn < P„, 

+ V2Qu < 2Pu, 


así obtenemos dos desigualdades para los factores del segundo 
miembro de la igualdad (27), o sea: 


Q “<ik 

Pu + ]í*Qn < 2 P 2 K- 


Al multiplicar estas dos desigualdades resulta: 


P\k - V&k < -g-. 


De aquí, utilizando la desigualdad (28), obtenemos: 
V'ÍQn + 7v"— 

Pit ~ 2 Qh <- n - Qu+l = V2 + 


1 


Qz 


QzkQzk+í ’ 


pero como para todos los k > 1 


1 


< 


I 


1 


entonces 


62*62*+. 6262 JO’ 


P 2 n-2Q¡ t <\/2 + ±<2. 


Así, pues, hemos demostrado que el número entero de Pi » — 26 2 * 
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para cualquier k ^ 1 . verifica las desigualdades 
O < P|» - 2 Q\ k < 2 

y por lo tanto, 

PÍk - 2QL = 1, 

es decir, x = P 2k e y = Q Zi para cualquier k ^ 1 dan solución 
a la ecuación 

x 2 - 2y 2 = 1. 

De momento no sabemos si las soluciones halladas para la 
ecuación (26) son, o no, todas las soluciones de esta ecuación. 

Ahora surge ya lógicamente la pregunta cómo obtener todas 
las soluciones en números enteros x e y de la ecuación 

x 2 - Ay 2 = 1, (29) 

siendo A > 0 un número entero y \í A un número irracional. 
Demostraremos que esto es posible si se conoce al menos una 
solución de la ecuación (29). A base de la ecuación (26) hemos 
comprobado que ecuaciones como ésta tienen solución. Examinemos, 
a continuación, el problema de cómo obtener todas las soluciones 
de la ecuación (29) a partir de una determinada, la cual llamaremos 
solución mimma dejando por el momento de lado la pregunta 
de si la ecuación (29) tiene siempre, por lo menos, una solución 
en números enteros diferente a la trivial x — 1 , y = 0 . 

Supongamos que la ecuación (29) tiene solución no trivial 
[*o> yol *o > 0 , >' 0 > 0 y 

x 2 - Ayl = 1. (30) 

(Recordemos que solución se llama un par de números enteros 
[x 0 , y 0 ] e l cu 3 ! verifica una ecuación.) Llamaremos a esta solución 
[x 0 , y 0 ] mínima si, siendo x = x 0 e y = y 0 , el binomio x + ]/A y, 

A > 0), adquiere el menor valor posible entre todos los valores 
que puede adquirir al sustituir x e y por todas las posibles 
soluciones positivas (diferentes de 0) de la ecuación (29). Por 
ejemplo, solución mínima de la ecuación (26) será x = 3 e y = 2, 
ya que la expresión x + \ 2y, para estos valores de x e y, adquiere 
el valor 3 + 2^ 2; la ecuación (26) no tiene otra solución, lo que 
es fácil comprobar seleccionando números pequeños enteros positivos 
que puedan ser la solución que da al binomio x + \< 2y un valor 
no superior a 3 + 2J/2. Efectivamente la siguiente solución de la 
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ecuación (26), por su valor, es x = 17 e y = 12. Garó está que 
17+ 12 [/i es mayor que 3 + 2 [/2. Observaremos también que 
no existen dos soluciones mínimas de la ecuación (29). Admitiendo 
lo contrario, es decir, que existen dos soluciones, [x,, 
y [x 2 , que dan un mismo valor a] binomio x + [/Ay, 
tendremos que: 

x, + 1/Ay, = xi + l/Áy 2 . (31) 

Pero, como )/~A es irracional y x,, y,, x 2 , y 2 son números 
enteros, de la igualdad (31) se deduce directamente que 

-x 2 = (y 2 -yi)l/A, 

lo que no es posible puesto que x, — x 2 es un número entero 
mientras que (y 2 — y,) [/a, por ser la multiplicación de un número 
entero por un irracional, es número irracional, y un numero 
entero no puede ser número irracional, Esta contradicción desa¬ 
parece cuando x, = x 2 e y¡ - y 2 , es decir, cuando no operamos 
con dos distintas soluciones sino con una. O sea, de existir 
solución mínima, ésta es única. Analicemos otra propiedad muy 
importante de las soluciones de la ecuación (29). Sea [x,, y,] 
solución de la ecuación (29). Entonces 

x? - Ay? = 1, 

o bien 

(x,+j/Áy,)(x,-|/Áy 1 )=l. (32) 

Elevemos los dos miembros de la igualdad (32) a la potencia n 
entera y positiva: 

(x,+l/Ay,)"(x 1 -l/Ay 1 r = l. (33) 

Elevando a potencia conforme a la fórmula del binomio de 
Newton, obtenemos: 

(x, + (/Ay,)" = x, + nx¡~ 1 [/Ay, + 

+ n(n ~ ]) *r 2 Ayí + ... + ([/Ayyr = X„ + VA y„, (34) 

aquí x„ e y„ son números enteros, ya que el primero, tercero y, 
en general, todos los términos impares del desarrollo por la 
fórmula del binomio son números enteros; los términos pares son 
números enteros multiplicados por [/A. Agrupando por separado 
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sumas enteras y números múltiplos de ]/ A, obtenemos la igualdad 
(34). Los números x„ e y„, como demostraremos a continuación, 
también son solución de la ecuación (29). En efecto, sustituyendo 
el signo de \ A en la igualdad (34), obtenemos la siguiente 
igualdad 

(x i -\/ r Áy,Y = x m -/A y*. (35) 


Multiplicando las igualdades (34) y (35) término por término, 
y valiéndonos de la igualdad (33), finalmente tendremos: 

(xi )■(*, -l /ÁyJ^ 

= (*„ + \ÍA y„) (x, - ]/a y„) = x 2 „ - Ay¡ = 1, (36) 

o sea, [x„, y„] es también solución de la ecuación (29). 

Ahora podemos ya demostrar el teorema fundamental rela¬ 
cionado con las soluciones de la ecuación (29). 
teorema II. Cualquier solución de la ecuación (29) 

x 2 - Ay 2 = 1, 


siendo A un número positivo y [ A un número irracional, tendrá 
la forma [±x„, ±y„], en la que 


X » = -J [(*. + V'AT + (x 0 - y 0 1 ÍÁf\, 
y n = 2 l ' [(Xo + yo - (XO - yo l/^)"]. 


(37) 


y [xo, yo] es solución mínima. 

demostración Supongamos lo contrario, que existe una solución 
[x 1 , y'] de la ecuación (29) en números enteros positivos tal, que 
la igualdad _ 

x' + \ ; A y = (x 0 + ]/á y o y (38) 

no es justa para ningún número entero y positivo n. Analicemos 
la serie de números 

x 0 + 1 ÍA y 0 , (x 0 + A y 0 ) 2 , (x 0 + |ík y 0 ) 3 , ... 

Esta es una serie de números positivos que crecen ilimitadamente 
ya que x 0 ^ 1, y 0 ^ 1 y x 0 + A y 0 > 1 Puesto que [x 0 , y 0 ] es 
solución mínima, conforme a la determinación de solución mínima, 
tenemos 

x' + y A y' > x 0 + y A y o- 
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Por lo tanto, siempre se puede hallar un número entero n > 1 
con el cual 

(x 0 + \/a y 0 Y < x + ^ A y < (xq + YA y 0 Y +1 • (39) 

Pero, x 0 - y A y 0 > 0 puesto que 

(x 0 + i' A y 0 ) (x 0 - \ A y 0 ) = X 5 - Ay\ = 1 > 0. 

Por consiguiente la multiplicación de todos los términos dg las 
desigualdades (39) por un mismo número positivo (x 0 — \Ay 0 y 
no cambia los signos de estas desigualdades y por lo tanto 
tendremos: 

(x 0 + 1 ÍA y 0 )" (x 0 - l 'A y 0 )" < (x' +■ J/' A /) (x 0 - 

- \ r A yoT < (xo + \ r A y 0 r 1 (x 0 - \ r A .Vo)". (40) 

Puesto que 

(x 0 + Y A y 0 )" (x 0 - Y A yo)" ~ (xq - Ay$)" = 1, (41) 

entonces 

(x 0 + Y A yoT * 1 (x 0 - I ÍA y Q y = x 0 + y A y„. (42) 

Además 

(x' + Y A /) (x 0 - \ A y 0 )" = (x' + |ÍA y')(x„ -]/A y ñ ) = 

= x’x„ - Ay’y„ + y A (y'x„ - x'y„) = x + \ A y, (43) 

siendo aquí x e y números enteros y 

x„ - \ ,r Á y„ = (x 0 - ]ÍÁ y 0 y. 

Valiéndonos de las relaciones de (41) a (43) y de las desigual¬ 
dades (40), obtenemos la desigualdad: 

l <x + \ f Á.y<x 0 + [ Ay 0 . (44) 

Demostremos que el par de números enteros x e y es solución 
de la ecuación (29). En efecto, multiplicando la igualdad (43) 
término por término, o sea la igualdad 

x + y A y = (x' + A /) (x 0 - \ A y 0 )", (45) 

por la igualdad 

x-VAy = (x’ - \ A y') (x 0 + y A y 0 ) n , (46) 

obtenida directamente de la (43) cambiando el signo de |/4, 
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tendremos 

(x + y'A y){x - VA y) - x 2 - Ay 2 = 

= (x' + l ¡A /) (X• - y A /) (Xo + l /A yoT (Xo - VÁ yo)" = 

= {* 2 -Ay 2 )(xl-Ayly=l (47) 

ya que [x', >■'] y [x 0 , y 0 ] son soluciones de la ecuación (29). 
Por último demostraremos que x > 0 e y > 0. Ante todo, está 
claro que x no es igual a cero. En efecto, si x = 0, a base 
de la igualdad (47) hallamos que 

-AyÜ = 1, 

lo cual es imposible puesto que A > 0. Por otra parte, si y = 0, 
entonces x 2 = 1 lo cual tampoco es posible puesto que, conforme 
a la desigualdad (44), x > 1. Observaremos, por último, que los 
signos de x e y deben ser iguales. En efecto, suponiendo que los 
signos de x e y son diferentes, los signos de x e -y lógicamente 
deben ser iguales. Y entonces, comparando los valores absolutos 
de las expresiones x +}/Ay y x-| /Ay, resulta que el valor 
absoluto de la primera expresión es menor que el valor absoluto 
de la segunda, ya que en la primera los dos números con signos 
iguales se restan uno del otro mientras que en la segunda se 
suman. Mas, sabemos que 

x + |//t y > 1 

y, por lo tanto, x — \ ,r A y, en valor abcoluto. también es mayor 
que 1. Pero, 

(x + \'A y)(x - y A y) - x 2 - Ay 1 = 1, 

lo que nos conduce a una contradicción pues la multiplicación 
de dos números, cada uno de los cuales tiene un valor absoluto 
mayor que la unidad, debe tener también un valor- absoluto 
mayor que la unidad. Por lo tanto, los signos de x e y son 
iguales y x^O e y ^ 0. Ahora bien, de la desigualdad (44) 
inmediatamente se deduce que x > 0 e y > 0. Suponiendo que 
existe una solución [x\ y'] de la ecuación 

x 2 - Ay 2 =1, A > 0, 

tal que la igualdad (38) no es posible con mngún número entero 
y positivo n, hemos conseguido determinar una solución [x, y] 
de esta ecuación, siendo x>0, y>0 yxey números enteros, 
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la cual satisface las desigualdades (44) que contradicen la defini¬ 
ción dada a la solución mínima [x 0 , y 0 J. Con ello hemos 
demostrado que la suposición de que existe una solución no 
dada por la fórmula (38), nos lleva a una contradicción. En otras 
palabras, hemos demostrado que todas las soluciones de nuestra 
ecuación pueden ser obtenidas a base de la fórmula (38). 

Así, pues, cualquier solución [x, y] de la ecuación (29) se 
obtiene mediante la relación: 

x + \ZÁy = (x 0 + /Áyo)’, n> 0, (48) 

siendo [x 0 , yo] solución minima. Cambiando en esta última 
igualdad el signo de [/a, obtendremos también una igualdad: 

x-\fÁy = (xo-\/AyoY. (49) 

Sumando y restando estas igualdades y dividiendo ambos miembros 
por 2 ó 2 y A, respectivamente, obtenemos: 

x = x, = y [(x 0 +\ÍAy 0 f + (x 0 - ]/Á y 0 )"], 
y = ya - -yj [(*. + ]/¿yoY- (x 0 - ]/Á yo)']. 



es decir, expresiones explícitas para cualquier solución [x, y], 
siendo x e y números positivos. Cualquier solución puede obte¬ 
nerse de las ecuaciones (50) tomando arbitrariamente los signos 
para x„ e y„. 

Por ejemplo, como ya hemos visto anteriormente solución 
mínima de la ecuación x 2 - 2y* = 1 es x = 3 e y = 2, por lo tanto, 
todas las soluciones de esta ecuación estarán incluidas en las 
fórmulas: 

x„ = l [(3+ 2/2)" +(3-21/2)"], 


y„ 



[(3+ 2 1 / 2 )"-( 3 - 21 / 2 )"], 


a base de ellas, siendo n = 1, 2, 3, obtenemos las soluciones: [3, 2], 
[17, 12], [99, 70], 

Observemos que los números x„ e y„, al crecer n, crecen 
a la velocidad de una progresión geométrica cuyo denominador 
es x 0 + \'A y 0 ; puesto que, basándonos en la igualdad 
(x„ + Y A y 0 ) (x 0 - Y A y 0 ) = 1, 
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podemos afirmar que 

0<x<>-]/Ay o < 1 

y, por consiguiente, (x 0 - ]/~A y 0 f siempre tiende a cero al crecer n. 

Ahora podemos ver que si la ecuación (29) tiene por lo menos 
una solución no trivial (aunque sea una solución para y ¿ 0), 
entonces esta ecuación también tendrá solución mínima y, por 
consiguiente, todas sus demás soluciones pueden ser halladas 
empleando las fórmulas (50). Volvamos ahora a la cuestión de si 
existe o no, para esta ecuación, solución no trivial cuando A 
es un valor arbitrario entero y positivo y \ÍA, un valor irracional. 


§ 5. CASO GENERAL PARA ECUACIONES 
DE SEGUNDO GRADO CON DOS INCÓGNITAS 

En este párrafo demostraremos que, para cualesquiera números 
positivo A e irracional ¡~A, la ecuación 

x 2 - Ay 2 = 1 (51) 

siempre tiene solución no trivial, es decir, existe un par de 
números enteros x 0 e y 0 (x 0 , )'o * 0) que satisface esta ecuación. 
Veamos, primeramente, el procedimiento utilizado para desarrollar 
en fracción continua un número positivo arbitrario. Anteriormente, 
para desarrollar en fracción continua, nos hemos valido de las 
propiedades específicas del número \fl. Sea a un número positivo 
cualquiera. Entonces siempre existe un número entero menor 
o igual que a y mayor que a — 1. Este número entero se llama 
parte entera de a y se designa por [a]. La diferencia entre a 
y su parte entera se llama parte fraccionaria del número a y se 
designa por {a}. De las definiciones de parte entera y parte 
fraccionaria del número a se deduce directamente la relación 
entre ambas, o sea: 

a - [a] = {a}, 

o bien 

a = [a] + {a}. (52) 

Puesto que parte fraccionaria de un numero es la diferencia entre 
un número positivo y un número entero máximo, no superior 
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a dicho número positivo, la parte fraccionaria de un número es 
siempre menor que la unidad y no negativa. Por ejemplo, la parte 


, 27 

entera de — es 


5 y la parte fraccionaria, la parte entera 


de (- 2 es 1 y la parte fraccionaria, ]/■ 2 - 1; la parte entera de 

j/52, es igual a 3 y la parte fraccionaria, igual a J/52 — 3, etc. 

La definición que hemos hecho de parte entera y parte 
fraccionaria de un número positivo a puede ser utilizada para 
desarrollar este número en fracción continua. Supongamos que: 

[«]*«!. W=-^- 

a l 


Entonces 


1 

« = 9i + — 
«i 


(53) 


Como {a} es siempre menor que la unidad, entonces ix¡ será 
siempre mayor que la unidad. Si a fuese numero entero, entonces 
su parte fraccionaria sería igual a cero y ct s sería igual a la 
infinidad, por eso, tendríamos la igualdad a = q¡. Abstrayéndonos 
de este caso particular, el cual se excluye puesto que el número 
que desarrollamos en fracción continua es irracional, podemos 
afirmar que es un número positivo mayor que la unidad. 
Con a, procedemos lo mismo que con a, y escribimos la igualdad 

«i=Í2+ -7-» <fc = |>i]. ^=(<*1}- 


Continuando este procedimiento, obtenemos una serie de ecuaciones: 



1 


- M 

a -t 

♦ 

a, 

4l 



1 


= [«il 

J-l H2 • 

a 2 ' 

H2 

a 2 = <?s + 

1 

«3 ’ 


= [«2]. 

1 

II 

a 

+ . 

1 

«» ’ 

4» 

= [“«-i 


( 54 ) 
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No es difícil comprobar que el procedimiento utilizado para 
obtener una sucesión de números enteros q¡, q 3 .cuando 


a es un número racional, es decir, cuando a = -r- siendo a y b 

b 


números enteros y positivos, no se diferencia por sus resultados 
del procedimiento utilizado para obtener cocientes incompletos 
mediante el algoritmo de Euclides (véanse las fórmulas (6)). Por 
eso, para « raciona!, este procedimiento debe interrumpirse. 
Cuando a es irracional dicho procedimiento debe ser infinito. 
En efecto, si para algún n a„ fuese número entero, entonces a„-, 
sería número racional, lo que a su vez conduciría a la racionalidad 
de %,-i y así sucesivamente hasta obtener la racionalidad de a t - 
De las fórmulas (54), realizando sustituciones consecutivas y 
excluyendo aj, a 2 , .... ct„-¡ obtenemos la siguiente fracción 
continua: 


a = q¡ + 


42 + - 


43 


<?„ + — 


(55) 


la cual también puede expresarse en forma de fracción continua 
infinita, puesto que n puede tomarse tan grande como se quiera, 
es decir 


<* = 4i + 


42 + 


43 + . 1 

' • + 


4. + . 


Como ya hemos indicado en el párrafo 4, en este caso, la 
relación (8) entre fracciones reducidas se mantiene puesto que no 
depende del carácter finito o infinito de la fracción. De la rela¬ 
ción (8), como hemos observado, se deduce la desigualdad (25) 
para fracciones reducidas pares. Esta desigualdad (25) se toma 
nuevamente como base para demostrar la existencia de solución 
de la ecuación (51), pero dicha demostración es más complicada 
que para el caso particular cuando A = 2. Si el lector desea 
conocer más a fondo la teoría de las fracciones continuas, le 
recomendamos el libro de A. Ya. Jinchin "Fracciones continuas". 
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teorema III. Para cualquier entero positivo A e irracional ]/a, 
la ecuación (51) 

x 2 - Ay 2 = 1, 

tiene solución no trivial [x 0 , yo]. x 0 > 0 , y 0 > 0 . 

demostración. Puesto que esta demostración es algo complicada, 
conviene dividirla en una serie de etapas. La primera etapa consiste 
en demostrar la existencia de un número k entero positivo, cuyas 
propiedades hacen que la igualdad 

x 2 - Ay 2 = k (56) 

tenga una infinidad de soluciones en números enteros positivos 
x e y. En efecto, examinemos el binomio x 2 — Ay 1 . Sustituyendo 
en él x e y por los numeradores y denominadores de las 
fracciones reducidas pares, obtenidas consecutivamente desarro¬ 
llando el número irracional a = yA, tendremos 

z 2 „ = P¡. - AQ\n = (/» 2 . - txC 2n ) (Pm + aQ 2lI ). (57) 

Pero como 

0 < P 2 „ - ofi 2 . < 7=-. 

se deduce directamente que: 

0 < P 2 - + *Qtn = 2 aQ 2 „ + P 2 „ - a Q Jm < 2a Q 2 „ + 

Utilicemos estas dos últimas desigualdades para valorar z Ia . 
Sustituyendo, mediante estas desigualdades, los dos factores en el 
segundo miembro de la igualdad (57) por magnitudes mayores, 
obtenemos para z 2 „ la desigualdad: 

0 < z 2n < 77 ^—(2a Q u + -¡^—) < 2a + 1, (58) 

I V y 2 iiH ) 

puesto que Q 2b es menor que Q 2 «+i- Sustituyendo en el binomio 

z = x 2 - Ay 2 

x e y por P ln y Q 2n , respectivamente, z adquiere un valor entero 
positivo. Resulta, pués, que todos los números z 2 , z K , .... z 2n , ... 
son enteros positivos que no superan un mismo número 2 a ■+■ 1 
Pero como a = y A es irracional, la fracción continua será infinita 
y, por consiguiente, la cantidad de pares, P 2 „ y Q 2 „, será 
infinitamente grande. Entre los números enteros positivos z 2 , 
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z 4 , ..., z 2n , ... diferentes habrá solamente una cantidad finita, 
ya que entre 1 y 2a+1, siendo este último completamente 
definido e independiente de n , no puede haber más de [2a 4- 1] 
números enteros. O sea, la serie infinita de números z 2 , z 4 , ..., 
z 2 „, ... no es otra cosa que una sucesión de números enteros 
I, 2, 3, ..., [2a + (] que se repiten de algún modo; además, 
incluso no es obligatorio que todos estos números se encuentren 
en la sucesión z 2 , z 4 , z 6> ... Como la sucesión z 2 , z 4 , ..., z 2 „, ... 
es infinita mientras que la cantidad de sus diferentes términos 
es finita, por lo menos un número fe(l < fe ¡g [2a + 1]) se repite 
en esta sucesión multitud infinita de veces. Es decir, entre los pares 
de números [P 2 , Q 2 ), [P 4 , Q 4 ],.... [P 2 „, 0 2 „],... hay una multitud 
infinita de pares, tales, que sustituyendo por ellos x e y, la 
expresión z — x 2 - Ay 2 adquiere siempre un mismo valor fe. Así, 
pues, hemos demostrado la existencia de un número entero 
positivo fe, con el cual la ecuación (56) tiene infinidad de soluciones 
en números enteros x e y. Enumeremos de nuevo estos pares 
de números, válidos como soluciones de la ecuación (56) para fe 
determinado designándolos por [«,, p,], [u 2 , i¡ 2 ], .... [u„, t>„] ... 
Tendremos entonces que 

«2 - Av 2 = fe. (59) 

Observaremos que la sucesión de pares [u,, p,], [u 2 , p 2 ], ..., 
[u„, p„], ... es parte de la sucesión de pares de numeradores 
y denominadores de las fracciones reducidas pares del número a. 
Si pudiésemos afirmar que fe = 1, con ello quedaría demostrado 
que la ecuación (51) tiene multitud infinita de soluciones en 
números enteros. Pero como no lo podemos afirmar, vamos 
a suponer que fe > 1 (de lo contrario, o sea, siendo fe = 1 quedará 
todo demostrado) y así pasaremos a la segunda etapa de nuestra 
demostración. Demostraremos a continuación, que entre los pares 
de números enteros [u lf i>,], ..., [u„, p„], ... hay multitud infinita 
de pares, que al dividirlos por fe, dan restos iguales, es decir, que 
existen dos números enteros no negativos p y q, menores que fe, 
tales, que para la multitud infinita de pares [«,, p t ], .... [u„, v„] 
son verídicas las. igualdades; 

u„ = a„k + p y v„ = b n k + q, (60) 

donde a„ y b n son cocientes de la división de u„ y por fe, y p, q 
los restos de esta división. En efecto, si dividimos u„ y v„ por 
el número entero fe, fe> 1, obtendremos una relación semejante 
a la (60), en la que los restos de la división, como siempre. 
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se hallarán entre O y k - 1. Como restos de la división de u„ y v„ 
por k pueden ser, en ambos casos, solamente los números 0 , 1 , 
2 , k — 1, la cantidad posible de pares de restos, dados por 
la división de u„ y v„ por k, será kk = k 2 . Esto también queda 
claro si tenemos en cuenta que a cada par [ u „, t>„] corresponde 
un par de restos [p„, además p„ y q K no pueden adquirir, 
cada uno por separado, más de k valores diferentes, por eso, 
la cantidad de pares será no superior a k 2 . O sea, a cada par 
de números enteros [u„, i>„] corresponde un par de restos [p„, q„] 
al ser divididos por k. Pero la cantidad de distintos pares de 
restos es finita y no supera k 2 mientras que la cantidad de pares 
[«„, i>„] es infinita. Entonces, como la serie de pares [p ( , <?,], 
[p 2 , q 2 ], [p„, <?„], • • • tiene solamente una cantidad finita 

de distintos pares, por lo menos, un par se repite multitud 
infinita de veces. Designando este par de restos por [p, q], 
determinamos que existe una multitud infinita de pares [u„, r„] los 
cuales satisfacen las igualdades (60). Ya que para algunos valores 
determinados de p y q, cuya existencia acabamos de demostrar, 
no todos los pares [«„, t>„] satisfacen las igualdades (60), volvemos 
de nuevo a enumerar todos aquellos pares [u„, t>„] que satisfacen 
dichas igualdades designándolos por [i?„, S„]. Entonces, la suce¬ 
sión infinita de pares [R t , S t ], [i? 2 , S 2 ], .... [R„, S„], ... es parte 
de la sucesión de pares [u„, u„], la cual a su vez, es parte de la 
sucesión de pares de numeradores y denominadores de las 
fracciones reducidas pares de a. Los pares de números de esta 
sucesión verifican la ecuación (59) y dan los mismos restos p y q 
al ser divididos por k. 

Ahora, cuando hemos establecido la existencia de una multitud 
infinita de tales pares de números enteros positivos R„ , S„, podemos 
pasar a la tercera y última etapa de nuestra demostración. 

Ante todo, indicaremos que los pares [R„, S„], siendo pares 
de numeradores y denominadores de fracciones reducidas, deben 
ser pares de números primos entre si, es decir, no deben tener 
divisores comunes. En efecto, si cambiamos en la relación (24) 


k por 2k y consideramos que § 2 * = 
tonces de la relación 


P» 

Qz* 


y & 2 ¡(-1 


Pxt-l 

Qzk -. ’ 


en- 


P 2fc _ Pu -1 _ 1 

Qzk Qzk-i QzkQzk-i 


multiplicando sus dos miembros por QikQzk-i, 


obtenemos la 
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igualdad 

PikQik-i-QikPik-, = 1. (61) 

La relación entre números enteros P 2t , Q 2k , P 2k - 1 y Q 2k -¡ demuestra 
que teniendo P 2k y Q 2t un divisor común mayor que la unidad, 
el primer miembro de esta relación debe ser divisible por este 
mismo divisor común. Pero el segundo miembro de la igualdad 
es igual a la unidad que no es divisible por ningún número 
mayor. que 1. Así, pues, queda demostrado que los números 
R„ y S„, los cuales pueden ser solamente numeradores y denomi¬ 
nadores de fracciones reducidas, son primos entre sí. De la rela¬ 
ción (7) también se deduce directamente que 

q 2 <g 4 <... 

Como los números R n y S„ son primos entre si y los números 

Si, S 2 , .... S.diferentes entre si por ser tomados de una 

sucesión de números Q u también diferentes entre sí, se deduce 
directamente que en la serie infinita de fracciones 
Ri R 2 Pn 

sr s 2 ’ s„’ ••• 

no hay números iguales. Veamos las dos siguientes igualdades, 
deducidas de la difinición de los números R„ y S„, o sea: 

R] - ¿Si = (Ri - oS¡)(R, + aS.) = k (62) 


- AS¡ =(R 2 - oS 2 ) {«2 + xSi) = k, (63) 

donde sigue siendo a = \/a. 

A continuación, tenemos 

(R, -nS 1 )(R 2 +aS 2 ) = R 1 R 2 -¿S 1 S 2 + a(J?,S,-S,R 2 ), (64) 


puesto que a 2 = A, y de igual forma 

(R¡ + aSi) (i? 2 — ®S 2 ) = R¡R 2 — AS¡S 2 — a (R¡S 2 ~~ S (R 2 ). (65) 

Pero como al ser divididos por kR n y S„ dan restos iguales que 
no dependen de n, en virtud de la relación (60), tenemos: 

R„ = c„k + p y S„ = d„k + q. (66) 

Por eso, mediante transformaciones y sustituciones sencillas obte- 
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nemos las igualdades: 

R¡R 2 — <4SiS2 = R i (c 2 k + p) — /4Sj {d 2 k -t - 1 ?) = 

= R¡ [(^2 - c,)fc + c,fc + p] - / 1 S, [(d 2 -d¡)k + 

+ + 4 ] = R, [(c* - c,)k + R,] - AS¡ [(d 2 - d,)k + 

+ S,] = k [R, (c 2 - c.) - -4S, (d 2 - d,)] + R\ - ASI = 

= k [R, (c 2 - c.) - AS l (d 2 - d x ) + i] = kxu (67) 

siendo x, un número entero, puesto que R¡ — AS 2 = k. De la 
misma forma 

RíS 2 — SiR 2 = 

= R, [(d 2 - rf,)(c + rf,fc + $] - S, [(c 2 - c,)Jc + 

+ c { k + p] = R, [(d 2 - di)* + S,] -S, [(c 2 -ci)fc + 

+ *«] = * [R. (¿2 ~ d t ) - S t (c 2 - c,)] - fcy„ ( 68 ) 

siendo y, también un número entero. Se puede afirmar que y, 
no es igual a cero. En efecto, si yi = 0, entonces 

kyi — R¡S 2 — R 2 Sí = 0, 

y de aquí 

_R]_ _ ^ 2 _ 

s, s 2 ‘ 

Esta última igualdad no es posible, ya que hemos constatado que 
todas las fracciones — son diferentes entre si. Las igualdades (67) 
y (65) demuestran que: 

(R, - o5j)(R 2 + oS 2 ) “ kxi + aicy, = k(x x + ay,) (69) 

y 

(R, + aS,)(R 2 - aS 2 ) = kx, - c iky¡ = k(x¡ - ay,). (70) 

Multiplicando las igualdades (62) y (63) término por término 
y utilizando las igualdades (69) y (70), tendremos: 

k 2 =(R, — /t5,)(R| — -4SI) = 

= (R, — aS,)(R 2 + aS 2 )(R, + aS,)(R 2 — aS 2 ) = 

= k 2 (x t + ay,)(x, - ay,) = k 2 (x f - Ay 2 ,). (71) 
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Simplificando por fe 2 , obtenemos finalmente: 

x? - Ay? = 1. (72) 

Pero y¡ no es igual a cero, por lo tanto x, tampoco puede serlo. 
De lo contrario, el primer miembro de la ecuación (72) sería 
número negativo y el segundo, igual a uno. Así, pués, incluso 
suponiendo que fe no es igual a uno, hemos encontrado dos 
números enteros, x, e y,, no iguales a cero, los cuales verifican 
la ecuación (51). Con esto, la teoría de las ecuaciones del tipo 
(51) queda completamente demostrada, pués sabemos que estas 
ecuaciones, siendo A número entero, A > 0, y |/a, número 
irracional, siempre tienen solución; y además, mediante la solución 
mínima, cuya existencia hemos demostrado, podemos hallar todas 
las soluciones de dichas ecuaciones. 

Prácticamente, la solución mínima se puede hallar seleccionando 
los valores de x 0 e y 0 . 

Así, pués, hemos examinado por completo el caso cuando en 
la ecuación 

x 2 - Ay 2 = 1 

/ 1>0 y a = j/x es número irracional. 

Siendo A > 0 y a = ]¡A número entero, esta ecuación puede 
expresarse de la siguiente forma: 

x 2 - a. 1 y 2 - = (x + ay) (x - ay) = 1 , 

y como a es un número entero, entonces siendo x 0 e y 0 números 
enteros que satisfacen esta ecuación, deberán cumplirse, por sepa¬ 
rado, las igualdades: 

x 0 + ay 0 =1 y x 0 - ay 0 - 1 

o las igualdades 

x 0 + ay 0 = -1 y x 0 - ay 0 = - 1 , 

puesto que la multiplicación de dos números enteros puede ser 
igual a la unidad si y sólo si cada uno de estos números, por 
separado, es igual a +1 ó —1. Ambos sistemas de dos ecua¬ 
ciones con dos incógnitas x 0 e y 0 tienen solamente soluciones 
triviales: x 0 = 1, y 0 = 0; x 0 = -1, y 0 = 0. O sea, la ecuación (51), 
siendo A igual ai cuadrado de un número entero, tiene solamente 
soluciones triviales en números enteros x 0 = ± 1, yo = 0. Las mismas 
soluciones triviales en números enteros las tiene la ecuación (51), 
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siendo A número entero y negativo (para A = — 1, hay soluciones 
triviales simétricas x 0 = 0, y o = ± 1). 

Examinemos a continuación una ecuación de tipo más general 

x 2 - Ay 2 = C, (73) 

donde A > 0 es número entero; C, número entero y a = [ /á, 
número irracional. Anteriormente hemos visto que siendo C = 1, 
esta ecuación siempre tiene infinidad de soluciones en números 
enteros x e y. Siendo C y <4 valores arbitrarios, estas ecuaciones 
pueden no tener soluciones en absoluto. 

ejemplo. Demostremos que la ecuación 

x 2 - 3y 2 = -1 (74) 

en general no tiene solución en números enteros x e y. Observaremos 
ante todo, que el cuadrado de un número impar dividido 
por 8 siempre da como resto 1. En efecto, puesto que cualquier 
número impar a puede ser expresado como a = 2N + 1, siendo N 
número entero, entonces 

a 2 = (2JV + l) 2 = 

= 4N 2 4-4JV + 1 =4N(N + 1)4-1 = 8M+ 1, (75) 

donde M es número entero, ya que o bien N, o bien ¿V + 1 debe 
ser número par. Además, siendo [x 0 , y 0 ] solución de la ecuación 
(74), x 0 e y 0 no pueden ser números de igual paridad. Si x 0 e y 0 
fuesen a la vez pares o impares, entonces, x¡> - 3yí> sería un 
número par y no podría ser igual a 1. Si x 0 fuese impar e y 0 
par, entonces, la división de x¿ P or 4 daría 1 de resto, — 3>o 
sería divisible y x¡> — 3 yo daría 1 de resto. Esto es imposible, 
ya que al dividir por 4 el segundo miembro da resto trivial — 1 
ó 3=4—1. Por último, siendo x 0 par e y 0 impar, Xq es divi¬ 
sible por 4 y -3yo, conforme a la expresión (75), puede ser dado 
de la siguiente forma: 

— 3y¿ = — 3 (8AÍ + t) = -24,Vf - 3 = 4(-6AÍ - 1)+ 1 

y, por lo tanto, dividiendo por 4, tendremos 1 de resto. Por eso, 
la división de x¿ — 3yjj por 4 debe dar nuevamente 1 de resto 
lo que, como ya hemos visto, es imposible. En resumen, no 
existen números enteros x 0 e y 0 , que pueden satisfacer la ecua¬ 
ción (74). 

No deteniéndonos en el tema sobre cuáles deben ser las 
cualidades de C y A para que la ecuación (73) tenga solución, 
puesto que este tema es difícil y se resuelve a base de la teoría 
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general de las irracionalidades cuadráticas de la teoría algebraica 
de los números, pasaremos al caso en que la ecuación (73) tiene 
solución no trivial. Como en los casos anteriores, llamaremos 
solución no trivial [x', y'], siendo x’, y' ^ 0. Admitimos que la 
ecuación (73) tiene solución no trivial [x', y'], es decir, admitimos 
que 

x' 2 - A/ 2 = C. (16) 

Manteniendo el mismo valor de A, examinemos la ecuación 
x 2 - Ay 2 = 1. (77) 


Esta ecuación tiene multitud infinita de soluciones en números 
enteros, siendo A > 0 y a = ]/Á número irracional, y cualquiera 
de estas soluciones [x, y] será: 

x=±x„, y = ±y„, 


donde x„ e y„ se determinan por las fórmulas (50). Puesto que 
[x, y] es solución de la ecuación (77), tendremos 

x 2 - Ay 2 = (x + ay) (x - ay) = 1. 

La igualdad (76), a su vez, puede ser expresada . de la forma 
siguiente: 

(x' + ay')(x' -a/) = C. 

Multiplicando estas dos últimas igualdades término por término, 
tendremos 


Pero 


(* + a/) (x + ay) (x' - ay') (x - ay) = C. 

(x‘ + ay)(x + ay) = x'x + A ¡/y + a (x'y + /¿c) 


(78) 


e igualmente 

(x' - ay')(x - ay) = x'x + Ay'y - a (x'y 4- y'x). 

Utilizando estas dos igualdades, podemos expresar la igualdad (78) 
de la forma: 

[x'x + Ay'y + a (x'v 4- y'x)] [x'x + Ay'y - a (x'y 4- /x)] = C 
o de la forma: 

(x'x 4- Ay'y) 1 - A (x'y 4- y'x) 2 = C. 

Con esto demostramos que si [x', y'] es solución de la ecuación 
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(73), esta ecuación será verídica también con el par de números 

[*» y]- 

x = x'x + Ay y, y = x’y + y'x, (79) 

siendo [x, y] cualquier solución de la ecuación (77). Así, pues, 
hemos demostrado que cuando la ecuación (73) tiene, por lo menos, 
una solución, eso significa que tiene multitud infinita de soluciones. 

Oaro, no podemos afirmar que las fórmulas (79) dan todas 
las soluciones de la ecuación (73). En la teoría de los números 
algebraicos se demuestra que todas las soluciones de la ecuación 
(73) en números enteros, pueden obtenerse tomando una cantidad 
de soluciones finita y determinada para esta ecuación, en depen¬ 
dencia de A y C, y propagándolas con ayuda de las fórmulas (79). 
La ecuación (73), siendo A valor negativo o igual al cuadrado 
de un número entero, puede tener solamente una cantidad finita 
de soluciones. Esto se demuestra con facilidad y, por eso, se lo 
proponemos hacer a nuestro lector. La resolución, en números 
enteros, de ecuaciones más generales de segundo grado y con dos 
incógnitas, del tipo 

Ax 2 + Bxy + Cy 2 + Dx + Ey + F = 0, (80) 

donde A, B, C, D, E y F son números enteros, se reduce mediante 
sustituciones de las variables, a la resolución de ecuaciones del 
tipo (73), siendo A positivo o negativo. Por eso, el comportamiento 
de las soluciones de estas ecuaciones, si es que existen, es idéntico 
al de las soluciones de las ecuaciones del tipo (73). Resumiendo 
podemos constatar que las ecuaciones de segundo grado con dos 
incógnitas del tipo (80), pueden no tener soluciones en números 
enteros, pueden tener solamente una cantidad finita de éstas y, por 
último, pueden tener una cantidad infinita de soluciones enteras, las 
cuales, en este caso, se toman de una cantidad finita de progresiones 
geométricas generalizadas dadas por las fórmulas (79). Comparando 
el comportamiento y carácter de las soluciones en números 
enteros de ecuaciones de segundo grado con dos incógnitas, con 
el comportamiento de las soluciones de ecuaciones de primer 
grado, podemos constatar un hecho de suma importancia. O sea, 
si las soluciones de una ecuación de primer grado, cuando éstas 
existen, forman progresiones aritméticas, las soluciones de una 
ecuación de segundo grado, cuando existe multitud infinita de 
éstas se toman de una cantidad finita de progresiones geométricas 
generalizadas. Es decir, pares de números enteros que puedan ser 
soluciones de una ecuación de segundo grado se encuentran con 
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mucho menos frecuencia que pares de números enteros que puedan 
ser soluciones de una ecuación de primer grado. Esta circunstancia 
no es casual. Resulta pues, que las ecuaciones con dos incógnitas 
y de grado superior al segundo, generalmente, pueden tener sólo 
una cantidad finita de soluciones. Excepciones a esta regla se dan 
rara vez. 


§ 6. ECUACIONES CON DOS INCÓGNITAS 
DE GRADO SUPERIOR AL SEGUNDO 


Las ecuaciones con dos incógnitas de grado superior al segundo, 
excepto raros casos, pueden tener solamente una cantidad finita 
de soluciones en números enteros x e y. Analicemos, primera¬ 
mente, la siguiente ecuación 

a 0 x" + a,x" _1 y + a 2 x"' V + ... + ay = c, ( 81 ) 

donde n es número entero mayor que dos y todos los números 
a 0 , a,, a¡ .a,, c, son enteros. 

Como ya lo demostró a comienzos de nuestro siglo A. Thue, 
esta ecuación tiene solamente una cantidad finita de soluciones en 
números enteros x e y, a excepción, posiblemente, de los casos cuando 
el primer miembro homogéneo de esta ecuación es potencia de un 
binomio homogéneo de primer grado o de un trinomio de segundo 
grado. En el último caso nuestra ecuación tendrá una de las dos 
siguientes formas: 

(ax + byf = c 0 , (ax 2 -t- bxy + c/f = c 0 , 

y, por lo tanto, se convierte en ecuación de primero o segundo 
grado, ya que para que tenga soluciones, c 0 debe ser n-ésima 
potencia de un número entero. No podemos en este libro exponer 
el método de A. Thue, puesto que es complicado y, por eso, nos 
limitamos a dar algunas explicaciones referentes al carácter de la 
demostración de que la ecuación (81) tiene cantidad finita de 
soluciones •*. 


•’ Este tema se trata, por ejemplo, en el ensayo de 
A. O. Guelfond "Aproximaciones de números algebraicos mediante números 
algebraicos y leona de los números transcendentes“ (YMH4, Jfc 4, 1949, 
Pág. 19). 
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Dividiendo los dos miembros de la ecuación (81) por y", ésta 
tomará la forma: 

+ --- + a «- , 7 + a '- = -pr- < 82 > 
Para facilitar la demostración vamos a suponer, no solamente que 
todas las raíces de la ecuación 

a 0 z n + a l z"-' + ... + a n - L z +a„ = 0 (83) 

son distintas y que a 0 a H t- 0, sino también que las raíces de esta 
ecuación no pueden ser raíces de ecuaciones de grado inferior con 
coeficientes enteros. Este caso es fundamental en nuestra cuestión. 

En el álgebra superior se demuestra que cualquier ecuación 
algebraica tiene por lo menos una raíz; por lo tanto, basándonos 
en el hecho de que cualquier polinomio se divide sin resto por 
z - a siendo a su raíz, podemos fácilmente expresar este polinomio 
como producto, o sea: 

a 0 z" + a,z" _l + ... + <!„ = 

= a 0 (z-a,)(z-cí 2 ) ... (z -a„), (84) 

donde a¡, a¡, .a„ son todas las n raíces del polinomio dado. 
Valiéndonos de la expresión del polinomio en forma de producto, 
podemos exponer la ecuación (82) de la siguiente forma: 

< 85 > 

Supongamos que existe una cantidad infinita de soluciones 
[**» yi] en números enteros para la ecuación (85). Esto significa 
que existen soluciones con un valor absoluto de y t tan grande 
como se quiere. Si existiese una cantidad infinita de pares con y k 
limitados y menores en valor absoluto que un número determi¬ 
nado cualquiera y con x k tan grandes como se quiere, entonces, 
con estos x k , el primer miembro de la ecuación (85) sería tan 
grande como se quiere mientras que el segundo miembro quedaría 
limitado, cosa imposible. Sea y k muy grande. Entonces el segundo 
miembro de la ecuación (85) será pequeño y, por consiguiente, 
debe ser pequeño también el primer miembro. Mas el primer 
miembro de esta ecuación es el producto de n factores que contienen 

— y a 0 el cual, siendo positivo, será no menor que I. Por eso, 
V* 
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la pequeñez del primer miembro de dicha ecuación puede condi¬ 
cionarse sólo por el hecho de que una de las diferencias 



es pequeña por su valor absoluto. Está claro que esta diferencia 
puede ser pequeña únicamente cuando a m es valor real, es decir, 
cuando no tiene lugar la igualdad cq„ = a + bi, b ^ 0. De lo 
contrario el módulo de esta diferencia no puede ser tan pequeño 
como se quiera, puesto que 

Dos diferencias y dos factores del primer miembro de la ecuación 
(85) no pueden ser, al mismo tiempo, pequeños por su módulo, 
puesto que 

debido a que entre los valores a m no hay dos que sean iguales. 
Si una de las diferencias, por su módulo o valor absoluto, es menor 

que y | a ra - a, | la otra, en virtud de la expresión (86), debe ser 

mayor que y |a m -cc,|. Esto es debido a que el valor absoluto 

de la suma no supera la suma de los valores absolutos. Como 
todos los valores a m son distintos entre sí, la diferencia más 
pequeña por su valor absoluto o módulo |a m - a,|, será mayor 
que cero (m s). Designando el valor de esta diferencia por 2 d, 
para algún valor de y* lo suficiente grande (esto sucederá puesto que 
y k crece ilimitadamente) tendremos 

—<d 
yk 

y, por consiguiente, 

— — a, > d, s = 1, 2, 3. n, s ¿ m. (87) 

yk 

Entonces, puesto que el valor absoluto o módulo de un 
producto es igual al producto de los valores absolutos o módulos 
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de sus factores, partiendo de la ecuación (85) tendremos 
«o I 


X ‘ r, 

U „ 1 




-a, 

y* 

i 1 y* 


y» 




- 


... 

x ‘ * 
yt 


IJ'jiI 


(88) 


Si en esta igualdad cambiamos cada una de las diferencias 



, s / m, por un valor menor d, y | a 0 | por la unidad. 


menor de la cual el número entero j a 0 1 no puede ser, entonces 
el primer miembro de la expresión (88) se hace menor que el 
segundo, con lo que obtendremos la desigualdad 


d n 


-i 


Xk_ 


-a* 


Icl 

i *r 


o la desigualdad 


y* 




C) 



(89) 


donde c, no depende de x„ ni de y M . La cantidad de números 
<x m no es mayor que n y la cantidad de pares [x t , yj, para los 
cuales con cualquier m se cumple la desigualdad (89), es multitud 
infinita. Por eso. existe un determinado m tal, que para un 
correspondiente rx m la desigualdad (89) se cumple una cantidad 
infinita de veces. Es decir, si la igualdad (81) tiene multitud 
infinita de soluciones en números enteros, entonces la ecuación 
algebraica (83), con coeficientes enteros, tiene una raíz a tal para 
la cual, siendo q un número tan grande como se quiera, se 
cumple la desigualdad 


a 


9 


< 



(90) 


donde A es una constante que no depende de p ni de q\ p y <?, 
números enteros y n, el grado de la ecuación a la cual satisface a. 
Si a fuese un número real arbitrario, entonces seria posible 
seleccionar este número de tal forma que para la desigualdad (90) 
realmente existiese una cantidad infinita de soluciones en números 
enteros p y q. Pero, en nuestro caso, a es raíz algebraica de una 
ecuación con coeficientes enteros. Tales números se llaman 
algebraicos y tienen propiedades especiales. Se llama potencia de 
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un número algebraico al grado de aquella ecuación algebraica de 
grado mínimo con coeficientes enteros a la cual este número 
satisface. 

A. Thue demostró que para un número algebraico a de n-ésimo 
grado la desigualdad 



n 3, 


(91) 


puede tener solamente una cantidad finita de soluciones en 
números enteros p y q. Pero, siendo n > 3 y q lo suficiente 
grande, el segundo miembro de la desigualdad (90) se hace menor 


que el segundo miembro de la desigualdad (91) ya que n > — 4- 1. 


Por eso, si la desigualdad (91) puede tener solamente una cantidad 
finita' de soluciones en números enteros p y q, la desigualdad (90), 
con más razón, tiene solamente una cantidad finita de soluciones. 
Resulta, pues, que la ecuación (81) puede tener solamente una 
cantidad finita de soluciones enteras, cuando todas las raíces 
de la ecuación (83) no pueden ser raíces de una ecuación con 
coeficientes enteros de un grado inferior al n-ésimo. No es difícil 
comprobar que con n = 2 y un determinado A la desigualdad (90) 
puede tener, en efecto, una cantidad infinita de soluciones en 
números enteros p y q. Posteriormente el teorema de A. Thue fue 
reforzado considerablemente. Más, debemos señalar que el método 
utilizado para demostrar este teorema, en principio, no da posi¬ 
bilidad de hallar el limite superior para la magnitud de las 
soluciones, es decir, el límite de las posibles magnitudes de |x| 
e | y | con arreglo a sus coeficientes a 0 , a u .... a„ y c. Este 
problema hasta hoy día no está resuelto. No dando posibilidad 
de determinar el limite de la magnitud de las soluciones, el 
procedimiento de A. Thue permite determinar el limite para la 
cantidad de soluciones de la ecuación (83) aunque bastante 
aproximado. Para distintas clases de ecuaciones del tipo (83), este 
limite puede ser considerablemente definido. Por ejemplo, el 
matemático soviético B. N. Delone* 1 demostró que la ecuación 

ax } + y 3 = 1, 


*' Este tema se trata en el ensayo de A. O. Guelfond 
“Teoría de los números", incluido en la recopilación “Las matemáticas 
en la URSS durante treinta años”, Gostejizdat. M.. 1948. 




54 


siendo a valor entero, puede tener además de solución trivial 
* = 0 , y = 1 , no más de una solución en números enteros x e y. 
También demostró que la ecuación 

ax 3 + bx 1 y + cxy 2 + dy 3 = 1 

puede tener no más de cinco soluciones en números enteros x e y 
siendo enteros a, b, c y d. 

Sea P{x, y) un polimonio arbitrario con coeficientes enteros 
respecto a x e y, es decir, 

P(x, y) = I -4u*V, 

donde ,4*, son valores enteros. Acordaremos que este polimonio 
es irreducible cuando no se puede expresar en forma de pro¬ 
ducto de dos polimonios con coeficientes enteros, cada uno de los 
cuales no es simplemente un número. 

K. Siegel, por un procedimiento especial y sumamente compli¬ 
cado, demostró que la ecuación 

P(x, y) = 0, 

donde P(x , y) es un polimonio irreducible superior al segundo 
grado con respecto a x e y (es decir, cuando en él va incluido 
un término de la forma A^xV, siendo k + s > 2), puede tener una 
cantidad infinita de soluciones en números enteros x e y sólo si 
existen unos números 

a *> a »- 1 . •••» a 0 , a. i, a_„ 

y 

b n -i, b 0 , b-i, b~„ 
tales, que sustituyendo en nuestra ecuación x e y 
x = a n t n + a n - l t H - 1 + ... + Oo + _ 

y-bjr + b m - t f-'+... + bo + £=f-+... + £=í-. 


obtenemos la identidad 

P(x, y) = 0 


con relación a t. Aquí n es un número entero. 
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§ 7. ECUACIONES ALGEBRAICAS DE GRADO 
SUPERIOR AL SEGUNDO CON TRES 
INCÓGNITAS Y ALGUNAS ECUACIONES 
EXPONENCIALES 


Si para ecuaciones con dos incógnitas podemos responder 
a la pregunta sobre la existencia de una cantidad finita o infinita 
de soluciones en números enteros, para ecuaciones con más de dos 
incógnitas y de grado superior al segundo podemos dar respuesta 
a esta pregunta solamente para clases de ecuaciones sumamente 
particulares. No obstante, en este último caso se resuelve una 
cuestión más difícil como es la determinación de todas las 
soluciones de estas ecuaciones en números enteros. En calidad 
de ejemplo nos detendremos en el llamado gran teorema 
de Fermat. 

El excelente matemático francés P. Fermat afirmaba que la 
ecuación 

*■+/ = *•, (92) 

siendo n valor entero y n > 3, no tiene soluciones en números 
enteros positivos x, y, z (el caso xyz = 0 se excluye por ser x, 
y, z positivos). No obstante a que P. Fermat afirmaba tener 
demostración (por lo visto, por el procedimiento de descenso, 
sobre el cual trataremos más adelante), esta demostración poste¬ 
riormente no fue encontrada. Más aun, cuando el matemático 
Kummer intentó encontrar dicha demostración e incluso pensó un 
tiempo que la había encontrado, chocó con el hecho de que si 
una regla es justa para números enteros ordinarios, resulta injusta 
para formaciones numéricas más complejas, con las cuales, natural¬ 
mente, se tropieza en la investigación del problema de Fermat. 
Esto es debido a que los llamados números algebraicos enteros, 
o sea, las raices de ecuaciones algebraicas con coeficientes racionales 
enteros y con un coeficiente en la mayor potencia igual a 1, 
pueden ser descompuestos, por varios procedimientos, en factores 
enteros primos indescomponibles de la misma naturaleza algebraica. 
Por el contrario, los números ordinarios enteros se descomponen 
en factores primos por un solo procedimiento. Por ejemplo, 
6 = 2-3 no tiene otra descomposidón, dentro del conjunto de 
números ordinarios enteros, más que la dada. Si analizamos el 
conjunto de todos los números algebraicos enteros de la forma 
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m + n -5, siendo m y n números ordinarios enteros, no será 
difídl observar que la suma y el producto de dos de estos números 
dan nuevamente números del mismo conjunto. El conjunto de 
números con la propiedad de contener cualesquiera sumas y pro¬ 
ductos de los mismos números que lo forman se llama anillo. 
Conforme a la definición dada, nuestro anillo contiene los números 
2, 3,1 + |/^5 y 1 — ]f—5. No es difícil comprobar que cada uno 
de los números de este anillo es primo, o sea, no puede ser 
expresado en forma de producto de dos números enteros, no 
iguales a la unidad, incluidos en nuestro anillo. Pero 
6 = 2-3=(I + K C 5)(l-/ r 5). 

es decir, en nuestro anillo, el número 6 se descompone en fac¬ 
tores primos no solamente por un procedimiento. Lo mismo puede 
suceder en otros anillos , más complejos de números algebraicos 
enteros. Al tropezar con esta circunstancia, Kummer se convenció 
de que su demostración del gran teorema general de Fermat no 
era cierta. Para superar las dificultades, relacionadas con la 
variedad de la descomprosición en factores, Kummer construyó 
la teoría de ideales, la cual juega actualmente un papel sumamente 
importante en el álgebra y en la teoría de los números. Pero 
incluso mediante esta nueva teoría, Kummer no logró demostrar 
por completo el gran teorema de Fermat, y se limitó a demostrarlo 
solamente para n divisibles, al menos, por uno de los llamados 
números primos regulares. No deteniéndonos en el aclaramiento del 
contenido de número primo regular, indicaremos solamente que, 
hasta hoy en día, no se sabe si existe únicamente cantidad finita 
de estos números primos o multitud infinita de ellos. 

Actualmente el gran teorema de Fermat está demostrado para 
muchos n, en particular, para cualquier n divisible por un número 
primo menor que 100. El gran teorema de Fermat jugó un papel 
importante en el desarrollo de las matemáticas debido a los 
intentos realizados con el fin de demostrar dicho teorema los 
cuales condujeron a la creación de la teoría de ideales. Debemos 
señalar que esta teoría fue creada con otros fines y por 
procedimientos completamente distintos por el excelente matemá¬ 
tico ruso E. I. Zolotarev, fallecido en la cúspide de sus activi¬ 
dades científicas. La demostración del gran teorema de Fermat, 
sobre todo la demostración basada en los razonamientos acerca 
de la teoría de la divisibilidad de los números, puede tener 
solamente interés particular. Claro, si esta demostración se logra 
por un procedimiento nuevo y fructífero, su importancia, junto 
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con la importancia del propio procedimiento, puede ser muy 
grande. Mas los intentos realizados por aficionados a las mate¬ 
máticas, también en nuestros tiempos, con el fin de demostrar 
el teorema de Fermat por procedimientos puramente elementales, 
están condenados al fracaso. Las consideraciones elementales, 
basadas en la teoría de la divisibilidad de los números fueron 
ya utilizadas por Kummer, y su posterior perfeccionamiento por 
parte de los más prominentes matemáticos, de momento, no han 
dado resultados notables. 

A continuación daremos la demostración del teorema de Fermat 
para el caso de n = 4, ya que el procedimento de descenso, 
a base del cual se construye la demostración, es muy interesante. 
teorema IV, La ecuación de Fermat 

x 4 + y 4 = z 4 (93) 

no tiene soluciones en números enteros x, y, z\ xyz / 0. 

demostración. Demostraremos un teorema incluso más general, 
precisamente, que la ecuación 

x 4 + y 4 = z J (94) 

no tiene soluciones en números enteros x, y, z; xyz # 0. De este 
teorema ya se deduce directamente la ausencia de soluciones para 
la ecuación (93). Si la ecuación (94) tiene solución en números 
enteros distintos de cero x, y, z, entonces podemos suponer que 
estos números son dos a dos primos entre si. En efecto, si existe 
una solución en la que x e y tienen máximo común divisor d> 1, 
entonces 

x = dx, e y = dy, 

siendo (xj, y¡) = 1. Dividiendo los dos miembros de la ecuación 
(94) por d 4 tendremos 



Pero como X! e y, son números enteros, entonces z, = tam¬ 
bién es número entero. Si z, e y, tuviesen a k > 1 por divisor 
común, entonces, según la expresión (95), xj sería divisible por 
k y, por lo tanto, x, y 1c no podrían ser primos entre sí. 
Resulta, pues, que existiendo solución de la ecuación (94) en 
números enteros diferentes a cero, existe también solución para 
esta ecuación en números enteros diferentes a cero y primos entre 
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sí. Por lo tanto basta con demostrar que la ecuación (94) no 
tiene soluciones en números enteros, diferentes a cero y primos 
entre sí dos a dos. Continuando la demostración y considerando 
que la ecuación (94) tiene solución, vamos a suponer que tiene 
solución en números enteros, positivos y primos entre sí dos a dos. 

En el párrafo 3 hemos demostrado que todas las soluciones 
de la ecuación (12) 

x 2 + y 1 = z 2 (96) 

en números enteros positivos y primos entre si dos 
hallan por la fórmula (18) y tienen la forma: 

u 2 -v 2 u 2 + v 2 

x = uv, y =-^—, z =--—■, 


a dos, se 


(97) 


siendo u y v dos cualesquiera números impares positivos y primos 
entre sí. 

Cambiemos un poco la forma de las fórmulas (97) mediante 
las cuales se determinan todas las soluciones de la ecuación (96). 
Puesto que u y v son números impares, suponiendo que 


U + f 
2 


= a 


y 



(98) 


podemos expresar u y v mediante las igualdades 

u = a + b y v = a — b, (99) 


donde a y b son números enteros de distinta paridad. Las 
igualdades (98) y (99) demuestran que a cualquier par de números 
impares primos entre sí u y v, corresponde un par de números 
primos entre si a y b de distinta paridad, y que a cualquier par 
de números primos entre sí a y b de distinta paridad, corresponde 
un par de números impares primos entre sí u y t>. Por eso, 
sustituyendo en las fórmulas (97) u y v por a y b, tenemos que 
todos tres números x, y, z enteros positivos y primos entre sí dos 
a dos (x es impar) son soluciones de las ecuaciones (96) y se hallan 
por las fórmulas: 

x = a 2 - b 2 , y~ 2 ab, z = a 2 + b 2 , (100) 


donde a y b son dos números cualesquiera primos entre sí de 
distinta paridad con la condición de que x > 0. Estas fórmulas 
demuestran que x e y son de distinta paridad. Si la ecuación (94) 
tiene solución [x 0 , y 0 , 2 0 ], esto significa que 

Oo] 2 + [yo] 2 = 4. 
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es decir, que los números (x<>, yo, z 0 ) son solución de la ecuación 
(96). Pero entonces debe haber dos números a y b, a > b, primos 
entre sí y de distinta paridad, tales que 

x $=a 2 -b 2 , y¿ = 2ab, z 0 = a 2 + b 2 . (101) 


Para precisar, admitimos que x 0 no es par y que y 0 es par. 
Admitiendo lo contrario no cambia nada, puesto que será suficiente 
cambiar x 0 por y 0 y viceversa. Pero sabemos ya (véase la igualdad 
(75)), que el cuadrado de un número impar, al ser dividido por 4, 
da de resto 1. Por eso de la igualdad 

.x¿=o 2 -ó 2 (102) 

se deduce que a es impar y b, par. De lo contrario, el primer 
miembro de esta igualdad, al ser dividido por 4, daría de resto l 
mientras que el segundo, puesto que hemos supuesto que a es par 
y b, impar, daría -1. Como a es impar y (a, b)= 1, entonces 
también (a, 2b) = 1. Pero, en este caso, de la igualdad 

yl^ lab 


se deduce que 

a = i 2 , 2b = s 2 (103) 

donde í y s son ciertos números enteros. Pero, de la relación (102) 
se desprende que [x 0 , b , a] es solución de la ecuación (96). 
Por lo tanto, 

x 0 = m 2 - n 2 , b = 2mn, a = m 2 + n 2 , 


donde m y n son ciertos números primos entre sí de diferente 
paridad. De la igualdad (103) tenemos que: 



de aquí, puesto que m y n son primos entre sí, se deduce que 
m = p 2 , n- q 2 (104) 


donde p y q son números enteros diferentes de cero. Como 
a = t 2 y a = m 2 + n 2 , entonces 

q* + P* ~ t 2 - (105) 

Pero 

z 0 = a 2 + b 2 > a 2 . 
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Por lo tanto 

0 < t = \/a < \/z¿ < z 0 (z 0 > 1). (106) 

Considerando que q = Xj, p = y t = z¡, veremos que si existe 
la solución [x 0 , yo, z 0 ], entonces también debe existir otra solu¬ 
ción [jc„ y,, z,], además, 0 < r, < z 0 . Este proceso de obtención 
de soluciones de la ecuación (94) puede prolongarse ilimitadamente, 
con lo que obtendremos una sucesión de soluciones 

[■*o> yo, 2 o]> [-* 1 , y t . z i]> •••» [■*» y»> z "3. 

además, los números enteros positivos z 0 , z 1( z 2 , í», ... dismi¬ 

nuirán de un modo monótono, es decir, para ellos serán válidas 
las desigualdades 

z 0 >z, >z 2 >...>z„... 

Pero los números enteros positivos no pueden formar una suce¬ 
sión infinita que decrece monótonamente, ya que dicha sucesión 
no puede tener más que z 0 términos. Así, pués, hemos llegado 
a una contradicción al suponer que la ecuación (94) tiene, por 
lo menos, una solución en números enteros x, y, z; xyz ¿ 0. 
Con ello se demuestra que la ecuación (94) no tiene soluciones. 
Por lo tanto, la ecuación (93) tampoco tiene soluciones en números 
enteros positivos [x, y, z], ya que de lo contrario, o sea, siendo 
[x, y, z] solución de la ecuación (93), [x, y, z 2 ] será solución 
de la ecuación (94). 

El método de demostración que acabamos de utilizar y que 
consiste en desarrollar, mediante una solución, una sucesión infinita 
de soluciones en las que z es calor positivo ilimitadamente decreciente 
se llama método de descenso. Como ya indicábamos anteriormente, 
emplear este método para el caso general del teorema de Fermat, 
por ahora, lo impide la falta de unicidad en la descomposición 
de los números enteros de anillos algebraicos en factores primos 
pertenecientes a estos mismos anillos* 1 . 

Observaremos que hemos demostrado la ausencia de soluciones 
enteras no sólo para la ecuación (94), sino también para la 
ecuación 

x 4 " + y 4 " = z 2 ". 


*’ Para un mejor conocimiento del gran teorema 
de Fermat, recomendamos al lector el libro de A. Ya. Jinchin “El gran 
teorema de Fermat", rTTH. M., 1934. 
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Es curioso también que la ecuación 

x* + y* = z 2 , 

tiene multitud infinita de soluciones en números enteros positivos, 
por ejemplo, x = 2, y = 3, z = 5. Proponemos a nuestros lectores 
hallar la forma de todas las soluciones de esta ecuación, en 
números enteros positivos x, y, z. 

Veamos otro ejemplo de la aplicación del método de descenso, 
cambiando un poco el orden de los razonamientos. 
ejemplo. Demostremos que la ecuación 

x A + 2 /saz 2 (107) 

no tiene solución en números enteros diferentes de cero x, y, z. 
Supongamos que la ecuación (107) tiene solución en números 
enteros positivos [x 0 , y 0 , z 0 ] Inmediatamente podemos con¬ 
siderar que estos números son primos entre si, puesto que 
si tuviesen máximo común divisor d > 1, entonces los números 

^r» ^r. 4r también serían solución de la ecuación (107), 
dad 

La existencia de un divisor común para dos de ellos presupone 
la existencia de divisor común para los tres. Supongamos, además, 
que z 0 es mínimo entre todos los posibles z en las soluciones 
de la ecuación (107) en números enteros positivos. Como quiera 
que [x 0 , yo. z o] es solución de la ecuación (107), entonces 
[xq, yo. Zo] será solución de la ecuación 

x 2 + 2y 2 = z 2 (108) 

Valiéndonos de las fórmulas (19'), párrafo 3, las cuales dan todas 
las soluciones enteras positivas de la ecuación (108), veremos que 
existen unos valores enteros positivos a y b, (a, b) = 1, siendo a 
impar, tales que verifican las igualdades 

*o = ±( fl2 - 2b2 )< Po * lab, z 0 = a 2 + 2b 2 . (109) 

De la igualdad y¿ = 2 ab se deduce que b debe ser par, puesto 

que y 0 es par; y\ divisible por 4 y a impar. Como —ya son 



se deduce directamente que 

2 b 2 
a = m , — = n , 
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donde m y ti son números enteros positivos y (m, 2rt) = 1. Pero 
de las igualdades (109) se desprende que: 


*o = ± ( a2 ~ 2Í>2 ) = ± 



( 110 ) 


donde x 0 y a son impares. Anteriormente hemos visto que el 
cuadrado de un número impar al ser dividido por 4 da 1 de resto. 
Por consiguiente, el primer miembro de la expresión (110) al 
ser dividido por 4 dará 1 de resto; también dará 1 de resto, 

. Resulta, pues. 


al ser dividida por cuatro, la expresión a 2 — 8 

que el paréntesis en el segundo miembro de la ecuación (110) 
puede tener solamente signo positivo. Ahora, la ecuación (110) 
puede ya expresarse de la forma: 

x¿ = ro 4 - 8n 4 

o de la forma 

*o + 2(2»j J ) J =(m 2 ) J , (111) 


donde x 0 , n y m son números positivos primos entre sí. Por lo 
tanto, x 0 , 2 n 2 , m 2 son la solución de la ecuación (108), además, 
x 0 , 2n 2 y m 2 son primos entre sí. Por eso, basándonos en las 
fórmulas (190 del párrafo 3. podemos hallar unos números enteros 
p y q (p, impar y (p, q) = 1), tales que 

2 n 2 = 2pq, m 2 = p 2 + 2 q 2 , x 0 = ± ( p 2 - 2q 2 ). (112) 


Pero como (p, q) — 1 y n 2 = pq, entonces 
p = s 2 , q = r 2 , 


donde s y r son números enteros primos entre sí. De aquí se 
deduce finalmente la relación 

í 4 + 2r 4 = m 2 , (113) 

la cual demuestra que los números s, r, y m son la solución de 
la ecuación (107). Pero de las igualdades obtenidas anteriormente 

z 0 = a 2 + 2b 1 , a - m 2 , 

se deduce que z 0 > m. O sea, teniendo la solución [x 0 , y 0 , z 0 ] 
hallamos otra solución [s, r, m], además 0 < m < z 0 . Esto, natu¬ 
ralmente, contradice la suposición, hecha por nosotros, de que 
la solución [x 0 , y 0 , z 0 ] tiene un z 0 mínimo entre todos los 
posibles. Así, pues, admitiendo la existencia de soluciones para 
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la ecuación (107) hemos llegado a una contradicción y, al mismo 
tiempo, hemos demostrado que esta ecuación no tiene solución 
en números enteros diferentes de cero. 

Ahora proponemos a nuestros lectores demostrar que las 
ecuaciones: 

x* + 4/ = z 2 , x* - y 4 = z 2 , 
x* — y* = 2z 2 , x*-4 y 4 = z 2 

no tienen solución en números enteros positivos. 

Finalmente, haremos algunas objeciones sobre las ecuaciones 
exponenciales. La ecuación 

a x + V = c\ (114) 

donde a, b y c son números enteros no iguales a la potencia de dos 
y al cero, puede tener no más que una cantidad finita de soluciones 
en números enteros x, y, z. Esta misma afirmación, con una condi¬ 
ción suplementaria no muy esencial, es también válida cuando a, 
b y c son números algebraicos arbitrarios. Más aún, la ecuación: 

Aa?... & + Bpf 1 ... p m x " + Cy í 1 ... # = 0, (115) 

donde ,4, B, C (ABC # 0) son valores enteros, ot!. 

Pi, •••. P*. Vi.V» números enteros y a, p, y, 

a = a t ... a„, p = p,...p„, y = y, -• • V 

números primos entre sí, puede tener solamente una cantidad 
finita de soluciones en números enteros x t , .... x„, y,, y m , 
¿i, ..., z p . Esta afirmación también es válida si A, B, C y a„ P k , 
y s son valores algebraicos*'. Las ecuaciones del tipo (115) y sus 
generalizaciones representan gran interés puesto que en la teoría 
de los números algebraicos se demuestra que a cada ecuación 
algebraica del tipo (81) corresponde cierta ecuación exponencial 
del tipo (115); además, a cada solución de la ecuación (81) 
corresponde una solución de la ecuación (115) en números enteros. 
Esta correspondencia se extiende también a las ecuaciones de tipo 
más general que las del tipo (81) y (115). 


*' Véase el ensayo de A. O. Guelfond, al cual nos 
referimos en la pág. 53. 
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